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Fourierreihe

Fourierreihe

Eine periodische Funktion existiert eine Fourierreihe? falls

¢ sich das Periodenintervall in endlich viele Teilintervalle unterteilen lasst, in

denen die Funktion stetig und monoton ist und
© bei Unstetigkeitsstellen die links- und rechtsseitige Grenzwerte existieren.

Unter diesen Voraussetzungen kann die periodische Funktion f(t) als eine

Summe von harmonischen Schwingungen dargestellt werden.

@ Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830)
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f(t) = % + ) an cos(nwot) + by, sin(nwot)

n=1

= A, sin(nwot + ¢y,

n=0

00
— Z Cnejnwot

n=—0oo

wo = 2= als Grundkreisfrequenz
T als Periodendauer
a, und b, als Koeffizienten der reellwertigen Fourierreihe

¢, als Koeffizienten der komplexen Fourierreihe
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Berechnung der Koeffizienten:

2
= — t)dt =2
Qo T (T)f() Co
2 / f(t) cos(nwot)dt = ¢, + c_,, mit n € N*
an = 4 — Cn —n
T Jir) ’
2 . : : n
b, = —/ f(t) sin(nwet)dt = j(c, — c—p) mitn € N
T Jn
Cp = 1/ f(t)e™™0tdt mitn € Z
YT
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Fourierreihe - Beispiel
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Was passiert wenn,
f () nicht periodisch ist?
das Signal im Frequenzbereich stetig ware?
Bleiben wir bei dem 2. Fall: Es dndern sich folgende Eigenschaften:
aus diskreten Punkten werden stetige Werte: nwy — w
aus der Differenz zweier Punkten wird: Aw +— dw
aus einer diskreten Funktion wird eine stetige Funktion: ¢, — F'(w)

Was passiert mit der Periodendauer 17
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Mit den angegebenen Anderung ergibt sich aus der Darstellung der komplexen
Fourierreihe

> et — / F(w)etdt

n=—00 >

diskrete Punkte im Frequenzbereich stetige FFunktion im Frequenzbereich

ergibt sich die Fourier-Transformation als

Flw) = F{fn)} = [ ferat 1
und die entsprechende Riicktransformation (inverse Fourier-Transformation)
1 o .
f1) = F @)} = 5 [ Plw)eds e
T J—o0
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Fourier-Transformation

Fourier-Transformation
Die Fourier-Transformation F'(w) einer nicht-periodischen Funktion f(t) stellt
eine Uberlagerung von harmonischen Schwingungen aller Kreisfrequenzen dar.

Falls die Fourier-Transformation existiert, ist diese eindeutig.

* Darstellung als Korrespondenzen: f(t) o— F(w)

© es gibt, abhangig vom Gebiet, andere Vorfaktoren fiir Fourier-Transformation

und inverse Fourier-Transformation bzw. auch im Exponenten

F(w)| - Amplitudendichte / -spektrum

* F(w) - Frequenzspektrum,
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FT - Beispiel
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Integraltransformationen sind Operatoren der Form

X(u) = / 2(1) K (u, t)dt
0
mit
x(t) mit t € Q - Funktion im Originalbereich

X (u) mit u € € - Funktion im Bildbereich
K (u,t) - Kern (kernel) der Transformation

Neben der Fouriertransformation (K (w,t) = e™7“!) existieren weitere
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https://de.wikipedia.org/wiki/Integraloperator#Integraltransformationen

Integraltransformationen sind hilfreich bei
Signalanalysen, z.B. Kompression von Daten (mp3-Format)
Losen von gewohnlichen Differentialgleichungen
Losen von partiellen Differentialgleichungen
Bildverarbeitung

Losen von physikalischen Problemen

Die Vorgehensweise ist immer ident: Durch die Transformation in den
Bildbereich, lasst sich das Problem einfacher 16sen. Die Losung wird mittels

Riicktransformation wieder in den Originalbereich transformiert.
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Neben der Fourier-Transformation betrachten wir die einseitige Laplace

Transformation?!

L(s) = L0} = [ Ft)e

F#) = £HL(s)} = — /a+jooL(s)eStds

n j27T a—joo
mit

s =0 + jw als komplexe Frequenz

es gilt: f(t) =0 fur t < 0 (Betrachtung von kausalen Zusammenhangen)

1 Pierre-Simon Laplace (1749-1827)
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LT - Beispiel

Rechteckimpuls
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Kann fiir jedes beliebige f(t) eine FT oder LT bestimmt werden?

FT und LT sind uneigentliche Integrale ([—oo, co] bzw. [0, 0c])
hinreichende Bedingung: f(t) muss stiickweise monoton und stetig sein
FT: f(t) muss absolut integrierbar? sein: z.B. | f(t)| < oo oder
flt<a)=0Af(t>b)=0

LT: f(t) muss beschrankt sein (|f(t)| < Ke*') und beidseitige Grenzwerte

an Sprungstellen existieren (LT existiert auch fiir periodische Funktionen!)

zf [£(t)]dt < oo oder ff(t)2dt < oo
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Unter Ausnutzung von Eigenschaften von Funktion (gerade, ungerade) und dem

Zusammenhang e /! = coswt — j sinwt kann folgendes gezeigt werden:

gerade Funktionen:
= 2/ ) cos(wt)dt = 2F,(w)

mit F, als Fourier-Kosinus-Transformation

ungerade Funktionen:
= —2]/ ) sin(wt)dt = —2j Fy(w)

mit F als Fourier-Sinus-Transformation
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Spungfunktion (engl. Heaviside-(Theta))

U(ta){ - (5)

Diracsche Delta-Funktion (ist eigentlich eine Distribution / verallgemeinerte
Funktion)

0 t#a —

5(ta){oo t=a und /OO ot —a)dt =1 (6)
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beide Funktionen sind miteinander verbunden (per verallgemeinerter

Ableitung / Integration)

/ ; 5(u — a)du = o(t — ) (7)

Do(t—T)

=) (8)
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Sprungfunktion:

Fourier: o(t) o— ji} + 1o (w) [o(t —a) —o(t —b)] o—e i (efjbw _ efjaw)
Laplace: O'(t) o—e i [O'(t . a) _ U(t B b)] o e—sa ; e’

Diracsche Delta-Funktion:
Fourier: §(t — T) o—e ¢ 9“7

Laplace: 6(t — T) o—e e =7
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Anstatt fir beliebige f(t) immer die Integrale auszuwerten, soll ein

Baukastenprinzip verwendet werden.

aus Tabellen konnen die entsprechenden Korrespondenzen abgelesen werden,

z.B.
1

e "o(t) o—e ‘
a+ Jw

uber Transformationssatze konnen beliebige Funktionen auf diese

Korrespondenz zuriickgefiihrt werden, z.B.

e—jwb

e V5 (t — D) o ,
a+ jw
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Linearkombination von Funktionen:

f(t) = kig(t) + kah(t)

Fourier-Transformation:

FUOY= [ lkaglt) + kah(e)] et

= k1 F{g(t)} + k2 F{A(t)}
Laplace-Transformation:

L{UFW)} = = kiL{g(t)} + k2 L{A(1)}

(10)
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Beispiel: (24 3t)e o (1)

Gegeben: o (t) o—e P und te®o(t) o—e (S_la)z
Bestimme L{f(t)}!
Losung 13425 .

L{f(t)} = Gro? fir s > —5

Warum ist die Bedingung s > —5 notwendig?
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Ahnlichkeitssatz

Ahnlichkeitstransformation: t — at

Was passiert dann?

Rechteckimpuls

Rechteckimpuls mit a=0.3 (Dehnung)

Rechteckimpuls mit a=3 (Stauchung)

Rechteckimpuls mit a=-1 (Spiegelung)

-2 0 2 4 6

-2 0 2 4 6
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FT (Integration mit Substitution u = at, a € R):

Fifay = [~ flane e =.. = - F) 1f0) (11)

lal

LT (Integration mit Substitution u = at, a € R™):

Lis@)} = [ flatletdt = ... = 2L (7(0)) (12)

27 /54



Rechteckimpuls : g(t) = o (;) -0 (; - 2)

e—jTgw _ e—jle

Korrespondenz: o(t —T1) —o(t —Tz) o= j
w

Losung: a = 3

Flawy =7 {7 (5)

e—J2 3w) _ 1 e 6w _ 1

:'~3~ =
J 3-w J w
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Verschiebung entlang der Zeitachse: g(t) = f(t —a) mita € R

FT (Integration mit Substitution u =t —a, a € R):
F{ft—a)}= / f(t —a)e™¥tdt = ... = e T F{f(t)} (13)
LT (Verschiebung nach rechts, Integration mit Substitution w =t —a, a € RT):
L{f(t—a)o(t—a)} = / ft—a)o(t —a)e stdt = ... = e **L{f(t)} (14)
0
LT (Verschiebung nach links, Integration mit Substitution v = ¢ + |a|, a € R™):

L{f(t+ |a))o(t)} = /Ooo (it +la)o(t)edt = ...

_ ool (E{f(t)} [ f(t)e‘“dt> (15)
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w2

Ausgangsfunktion: e~** o—e \/Te™ T

gesucht:
W2 .
Verschiebung um 1.5 Einheiten nach rechts (ﬁe*T*J%“)
Verschiebung um 0.5 Einheiten nach links (ﬁe_%ﬂ%w)

. 2
Ausgangsfunktion: t?c(t) o—e =3

gesucht:

—2s

Verschiebung um 2 Einheiten nach rechts (25—

Verschiebung um 1 Einheit nach links (521#)
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Dampfung/Modulation im Zeitbereich

FT: o/
LT: e mita € R'

Auswirkung
FT: Flort () = [ e et = Fiomao (1))

LT £{e ™ f(0)} = [T e ft)e "t = Loy (/1)
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FT:

LT (mit wy, a > 0):

wo
52 + wd

wo

sin(wot)o(t) o—e m

e " sin(wot)o(t) o—e??7?
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Eine Verschiebung im Zeitbereich erzeugt in Dampfung im Frequenzbereich

FT: f(t—a)oee ™F{f(t)} LT: f(t—a)o(t—a)oee ™ L{f(t)}

Umgekehrt erzeugt eine Verschiebung im Frequenzbereich zu einer Dampfung im
Zeitbereich

FT: Flow){f(O)} oo & f(t) LT: Liiaf{f(t)}eoe “f(t)
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FT
FU'W} = [ f(Dedt = partielle Integration = juF{f (1)}

F{rmw} = Go)FLrw) (16)
LT

L{f'(t)} = /OOO f'(t)e **dt = partielle Integration = sL{f(t)} — f(t =0)

n—1

{rmw} = ()L = s P =0) (17)

k=0

= (5" L)} — "7 F(0) = 52 F(0) = 70 (0) + 4 D (0)
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FT

dt = —jF{tf(t)}

(18)

Tt = L{—tf (1)}

d]—"g {u(t>} _ dc; /_Z f(t)e 7tdt = /_ O; f(t)d(th)
d”Z {w]; ) _ iyrie s
LT
dﬁ{di(t)} _ is/[)oof(t)e_Stdt:/—o:o f(t)d(e*st)
dnﬁ O} _ £—orren
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FT:

1 1
e ¥ o(t) oe , te” "o (t) o—e?77 —
a+ jw (a+ jw)
mittels Ableitungssatz im Zeitbereich fir te=*o(t)
LT (mit wo,a > 0):
. ) . 25wWo
t)o(t - t t)o(t =
S1n<w0 )0( ) o—e 52 +wg Sll’l(wo )U( ) o—e (82 +w%)2

mittels Ableitungssatz im Bildbereich fiir 2+ -0
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FT
.F{/_too f(u)du} = /_o:o {/_too f(u)du} e It dt
= partielle Integration = jt)]: {ft)}

LT

c {/Otf(u)du} - /Ooo Uotf(u)du} estdi

1
= partielle Integration = ;E{ f(t)}

(20)

(21)



FT y ) _
[* FuOwide= [7[7 st = ]—“{f(t)} (22)

j2mt

Losung mittels Vertauschungssatz

LT

/S}“{f }du—/ / F(t)e " dtdu

= /0 f(t) / e_“tdudtzﬁ{if(t)} (23)
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FT: Zusammenhang zwischen Ladung ¢(t) = [ i(7)dr und Stromstérke i(¢) im

Frequenzbereich

Flg(t) = ji]—"{i(t)} bzw.

LT (mit wy,a > 0):

Fi(t)} = jwF{q(t)}
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Wie sieht der funktionale Zusammenhang aus bei einer Multiplikation im
Bildbereich?

f(t) =F H{F{g®)}F{n(t)}}
! /oo [/OO g(T)e_deT} [/o:o h(0)e™+°d0 | ™' dw

2 —00 —00

1 o} 00 oo . .
= [ 9 [ n) [ e et awdsar

e [e'e) —00

2m J-
= [ 9 [ n@)att - [ + o))doar

:/”g@m@—TMT:mw*uﬂ (24)

—0o0
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f(t) = g(t) = h(t) ist die Faltung (engl. Convolution), welche die Uberlagerung
eines Signals g(¢) mit einem anderen zeitlich verschobenen Signal h(t)
beschreibt

weitere Regeln:

Flo(t) - h(0)} = 5-Flo(0)} 5 F{h(t)} (25)
LHELW} - LN = [ g(hte = r)dr (26)

£ho(t) - h0)} = ot [ Lo} - Lo hO)ar (27

j27r t—00 Jo—j
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Ausnutzung von Symmetrien der Fourier-Transformation

f) oo Flw) & F(l) oe2nf(-w) (28)

Beispiel:
5(t + a) o—e /" & &/ o—e 276 (—w + a)
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Anfangswertsatz

£(t=0) = Jim s£{ (1)} (29)
Endwertsatz
Jim £(2) =l s£{/ (1)} (30)

Anwendung: Bestimmung von Anfangswerten und stationdren Verhalten ohne

Bestimmung der Funktion im Zeitbereich
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FT und LT werden fiir eine Reihe von Anwendungen eingesetzt
Signalanalyse
Signalrekonstruktion
Signaltransformationen
Losen von Differentialgleichungen

Betrachtung von LTI Systemen
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Beispiel: y/ +4y =t y(1) =2
mittels Ableitungssatz: sC{y(t)} — y(0) +4L{y(t)} = L{t3}

7L1

aus TabeIIe L oe —
)l sn

umformen: ; 0
()

L{y(t)} =

W = s+ o

Rijcktransformation 1: Faltung des ersten Termes

s4(§+4) 128 (3263 — 241% 4+ 12t — 3+ 3e™ %)

Riicktransformation 2: aus Tabelle ) oo y(0)e

Allgemeine Losung

_ 1 3 2 —4t —4t
v(t) = 55 (3267 — 2442 + 12 — 3+ 3e™*) + y(0)e
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Beispiel: y/ +4y =t y(1) =2
Bestimmung des Anfangswertes y(0) durch einsetzen
1

= o (32-24+12-3+3e")+y(0)e ' =2 —  y(0) ~ 101.92

y(1)
spezielle Losung

_ 1 3 2 —4t
u(t) = 1og (32t% — 24¢> + 12 — 3) + 101.94e
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Beispiel: " 4+ 2y +y = cos2t y(0) =1,4'(0) =0

mittels Ableitungssatz:

s*Lyy(t)} — sy(0) — y'(0) + 2sL{y(t)} — 2y(0) + L{y(t)} = L{cos 2t}

S

umformen und einsetzen der Anfangswerte und von cos(at) o—e

s+ 252+ 55+ 8
(s+1)%(s?+4)

L{y(t)} =
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Beispiel: v 4+ 2y’ +y = cos2t y(0) =1,4'(0) =0
Riicktransformation mittels Partialbruchzerlegung: Nullstellen sind 5,/ =1
und s34 = 2

Koeffizientenvergleich fiihrt auf

1010]|[e 1
112 1 ]a| |2
4012||lag| |5
440 11| ay 8

|6sbar mittels Methoden aus Linearer Algebra
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Beispiel: " 4+ 2y +y = cos2t y(0) =1,4'(0) =0
Losung ergibt

1 28 20 35 8
N =— -
Ly} 25<s+1+(s+1)2 32—|—4+52+4>

Ricktransformationen fuhrt auf

1
y(t) = % (28e’t + 20te ™" — 3cos(2t) + 4sin(2t)>
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Allgemein gilt fir lineare DGL 1. Ordnung mit konstanten Koeffizienten folgende

Beziehung
: L{g(t)} +y(0)
= o—e = 1
y+ aay = g(1) = L{(0)} = LI (31)
und fiir lineare DGL 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten
, L{g(t)} +y(0)(s+ a1) +3'(0
'+ anyf + gy = g(t) o L{y(t)) = LIDEIOCLTO) O )

52+ aps + ay

Analog konnen Systeme von DGLn, partielle DGLn, Integro-DGLn und DGLn mit
variablen Konstanten gelost werden. Die idente Vorgehensweise geht auch mit

der Fourier-Transformation.
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LTI Systeme werden durch inhomogene, lineare DGL mit konstanten
Koeffizienten beschrieben, d.h. es gilt fir eine lineare DGL 1. Ordnung

1
Jw + g
S

Y + aoy = g(t) o—e F{y(1)} = F{g(t)} (33)
G(w)

mit G(w) also frequenzabhingiger Ubertragungsfunktion (bzw.
Frequenzgang). Sie ibertragt das Eingangssignal ¢(¢) in das Ausgangssignal
y(t). Im Zeitbereich gilt dann

y(t) = F H{G(w} =+ g(t)
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Analog lasst sich die Ubertragungsfunktion auch in der Form
Fy(t)} L{y(t)}
Gw) = bzw. G(s) = 34
) Flo(t)} (5 L{g(t)} (34

definieren und als Verhaltnis zwischen Ausgangs- und Eingangssignal im
Bildbereich darstellen.

Bei bekannter Ubertragungsfunktion G(s) (oder G(w)) lassen sich die Impuls-
und die Sprungantwort des Systems ermitteln.
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