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Neben kontinuierlichen Signalen existieren (zeit- und wertdiskrete) Signale. Wie
kénnen diese in einen Bildraum (zur Vereinfachung der Problemlésung)

transformiert werden?

Schritt 1: Uberfithrung in eine kontinuierliche Funktion mit Hilfe der Diracschen

Deltafunktion

Z d(t —nAT) Z fad(t —nAT)

n=—oo n=—oo
mit n € Z als Nummer des Abtastschrittes, AT > 0 - als Abtastintervall und
fn € R als Funktionswert des n-ten Abtastschritt
fir kausale Signale gilt entsprechend >"°° | f,6(t — nAT)
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Schritt 2: Anwendung der Laplace-Transformation
c {Z Faolt— nAT)} - [Z Jab(t - nAT)] —
n=0 0 n=0
_ Z £, / “I5(t — nAT)dt

= Z fae™mA = Z fnz" = Z{fn} (1)

mit z = es2T

Gleichung (1) ist die Z-Transformation fiir die diskrete Funktion f,,
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z ist die, im allgemeinen komplexwertige, unabhangige Variable der ZT
fn ist eine (unendliche) Folge, z.B. fo =1,f1 =2,...

Z{f.} ist eine (unendliche) Reihe, z.B. 1 +2+ ...

fur die Bestimmung der ZT ist AT nicht von Interesse

Y02 fnz ™ ist eine Potenzreihe fiir 1

Spezialfall einer Potenzreihe ist die geometrische Reihe

N+1

Zy”legy firy #1 bzw. Zy”—

fur ly| <1
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z = 0: singularer Punkt, ZT ist nicht definiert

|z| > r: Potenzreihe konvergiert, r € R ist der Konvergenzradius, ZT ist

eindeutig

mit s = 0 + jw ergibt sich

z = 78T eAT — 7B [cos(WAT) + j sin(wAT)]

o = 0: Abbildung auf den Einheitskreis der z-Ebene
o > 0: Abbildung auBerhalb des Einheitskreises
o < 0: Abbildung innerhalb des Einheitskreises
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Eigentlich nicht viel,
Spungfunktion und Diracsche Deltafunktion kdnnen wir einfach diskretisieren
wir haben noch entsprechende Transformationssatze
es existieren Tabellen fiir die entsprechenden Korrespondenzen
aber anstatt mit Funktionen wird starker mit Reihen und Folgen gearbeitet

und anstatt mit Integralen mit entsprechenden Summen
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1 firn>0
Oy =
0 firn<O

ZT fiir o,

Z{O‘n} = Z opz "t = Z 2"
n=0 n=0
1
© 7 fur [z] > 1

= unend|. geom. Reihe = 1
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1 firn>0
Oy =
0 firn<O

ZT fir Sprungfunktion:

Z{O’n} = Z O'nzin — Z an
n=0 n=0
1
© fir |z > 1

= unend|. geom. Reihe = 1
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ZT fir Diracschen Impuls:

o 1 firm=20
Z{6,} =D bz " =1 fir §,=
n=0 0 firm#0

ZT fur Exponentialfolge f,, = a"o,:

Z{f,) = i::aa => (&)’

n=0 z

= unendl. geom. Reihe = —— fir |z| > a
z—a
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ZT fir diskreter Rechteckimpuls f, = 0, — 0,,_x:

oo k—1
Z{fa} =D (on—0np)z " =) 27"
n=0 n=0
k

Z—Zz

= endl. geom. Rethe =

ZT fir Kosinus f,, = cos(wonAT):
o > 1 non AT inwn AT . 12X ejwoAT n 1> e*ijAT n
Z{fn}_TEJQ(eJ 055 eI )z _52 . _,_5

1 z z
T2 (z AT T e—jwoAT>
z(z — cos(wpAT)) .
= f >
22 — 2z cos(wpAT) + 1 [z > e

ingAT‘ -1
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Neben Korrespondenztabelle konnen folgende Formeln fiir die Riicktransformation

benutzt werden

-t - 2)2"1dz
fo=ZHFE)} = o f F()77 @)
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fn = agn + Bk,

[e.e]

Z{fu} = Z (gn + Bkp) 27"

n=0
=ad gz "+ B> kpz "
n=0 n=0

= aZ{gn} + BZ{kn} (4)
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Verschiebung nach rechts um k& > 0 Einheiten

Zid =3 fosz = 3 fuz G — ok S o
n=0

m=—k m=—k
=2z fur ™ =2""Z{f,} fir kausale Folgen mit f,, = 0fiirn <0
m=0
()
Verschiebung nach links um £ > 0 Einheiten

Z{fuin} = 2 |2{u} - Zf (6)
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ist die hier die Multiplikation mit einer Potenzfolge, d.h. a*" f,

n

Dampfung mit a~

Z{a " f,} = i a "f,z "t = i fula-2)™" = Zn{fa} firlaz] >1 (7)
n=0 n=0

Dampfung mit a™

Z’ >1 (8)

Z{ad"f,} = i}a”fnz" =...= Z< >{fn} far

E4
a
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Ubergang von einer Folge zu einer Reihe als Signal, d.h.

Ok = Xk: In
n=0
aus der Definition ergibt sich
Je =9k — gk
mit Linearitat und Verschiebung ergibt sich
(i} = 2o} - = 2o} = T 2o}

damit gilt:
2{g} = —Z{f} (9)
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Darstellung einer Folge als Produkt zweier Folgen, d.h.

gn = nfn
Z{g,} = Z nfpz "=z Z fonz "t
n=0 n=0
00 d A i 0o )
—znzzofn<—dzz )— zdzngofnz

dZ{/a}
dz

=—z
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Differenzen von Folgen verschiedener Ordnung

Differenz 1. Ordnung Af, = froi1 — fa
Differenz 2. Ordnung A%f,, = Afri1 — Afn = foro — 2fns1 + [

Differenz k-ter Ordnung AF f,, = A*1f . — AFLf,
Differenzen treten in Differenzengleichungen auf, dem diskreten Aquivalent zu
den Differentialgleichungen. Beispiel:

@}_}Aazn_mnﬂ—xn
dt "~ AT AT
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Lineare Differenzengleichung mit konstanten Koeffizienten

k h
Zaixm—i = Zﬁlfm—z (11)
=0 =0

Beispiel:
T+ 0.2x,_1 = 0.59% furk=0undz_; =0

gesucht ist die Folge des Ausgangssignals x, fiir die Folge des gegebenen

Eingangssignals g
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Differenzensatz - Differenz 1. Ordnung

ZZ{ZSan}»:Z 23{¥fn4—1} - ZZ{Lfn}
=2z [i fnZ_n - f0‘| - i_o: fnz_n

= (z—l)ifnz”—zfoz (z=1D)Z{f.} — 2fo

Differenzensatz - Differenz k-ter Ordnung

Z{A S} = (= DMZ{f} =2 L (= DAl

(12)

(13)
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Es wird zwischen Vorwartsdifferenzen

Zsj;z - j;r+1 - j%

und Ruckwartsdifferenzen

Afn - fn - fn—l
unterschieden.
Fir die Rickwartsdifferenz gilt

ZZ{ZS&fn}-:: 23{;fn}"_ 247123{;fn} =

z —

—2{/,)
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Die Faltung zweier Folgen ist definiert als

k=0

Analog zu LT und FT gilt

Z{fn * gn} = Z{fn} ) Z{gn}

Anmerkung: Zur Umformung wird die

angewandt

(15)

(16)
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https://de.wikipedia.org/wiki/Cauchy-Produktformel

Wie bei der LT, konnen Anfangswerte und stationares Verhalten der Folgen aus

der Z-Transformierten bestimmt werden
Zli_)Igl@ Z{f.} = fo (17)

lim (=~ DZ{f,} = Jim . (18)
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Problemstellung: Spektralanalyse einer diskreten Funktion

Ansatz: “Diskretisierung” der Fourier-Reihe

N-1 A
- X g
n=0

mit fi als Funktionswerte an den Abstaststellen x; und c¢,, als Koeffizienten

Bestimmung der Koeffizienten durch
N—
n ]17 Z e~ InTk
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Das Frequenzspektrum ergibt sich als

Sy = Ne, = Nf fre 7" = Ff (19)
k=0
mit
£ =[fo, fr, s fna]”
und ok
Fy =le,] = {e_j”z’f} und ), = %

Voraussetzung: Betrachtung der diskreten Folge im Zeitbereich als periodisches

Signal
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typischerweise ist N sehr groB
hoher Rechenaufwand der DFT O(N?)

durch Ausnutzung von Symmetrien und iterativer Berechnungsweise kann
der Aufwand auf O(N log, N) reduziert werden

dies ist die Fast Fourier Transform (FFT)

durch die effiziente Berechnung von groBen Systeme findet die FFT
Anwendung in weiteren Gebieten (Finanzmathematik, Telekommunikation,

Messtechnik, Numerik, .. .)
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