Formelsammlung Wahrscheinlichkeit und Statistik

1. Lage- und Streumafe

a) Quantile
Fiir n geordnete Merkmalsauspragungen
x17x27x37 "'7:1:71
ist das p-Quantil
T pp) fir np ¢ N
Qp = Tnp + Tpp+1
2
b) Arithmetisches Mittel
e Hat man n Messwerte x1, x2, ...z, eines Merkmals, dann heif3t
1
T = E(xl +xo+ ... + )
das arithmetische Mittel

fir np € N

e Hat man k verschiedene Merkmalsausprigungen x1, .., x; mit ihren relativen Hau-
figkeit hq, .., hg, so berechnet sich das arithmetische Mittel
T =x1h1 + xzohe + ... + x1hE

o Liegt eine Klassierung der Merkmale mit Intervallen [a1,a2), [a2,a3),...[a;, aj+1)
und relativen Haufigkeiten hq, ..., h; vor, so berechnet man das arithmetische Mit-
tel durch

a a a a a a
Ty 1+ 2+h2- 2+ as 1+ a1

2

—&—‘..—i-hl'

¢) Empirische Varianz und empirische Standardabweichung

e Hat man n Messwerte x1, z2, ...z, eines Merkmals, so heif3t
1
2 =2
P = S (- )

n
die empirische Varianz

e Hat man k verschiedene Merkmalsausprigungen 1, .., ; mit ihren relativen Hau-
figkeit hq, .., hg, so berechnet sich die empirische Varianz

n k .
= 2 Xin(@ =) h

o Liegt eine Klassierung der Merkmale mit Intervallen [a1,a2), [a2,a3),...[a;, aj+1)
und relativen Haufigkeiten hq, ..., h; vor, so berechnet man die empirische Varianz

durch )
9 n l a; + Qi1 _
ST\ T g T T) h

Als empirische Standardabweichung, wird die positive Wurzel der empirischen
Varianz s = v/s2 bezeichnet

2. Korrelation
T,y  arithmetische Mittelwerte der Merkmalsausprigungen von X und Y

s2, 322/ Varianz von X, bzw. Y
52,8y Standardabweichungen von X bzw. Y
szy ~ Kovarianz von x,y: sz, = ﬁ Yo (@i —T)(yi — )
Try Korrelationskoeffizient von x,y (normierteKovarianz)
> i1 (xi —T)(yi — 7)) _ Suy
Try

IRVO SNy S



Regressionsgerade: y = kx 4+ d mit k = rxys—y und d =y — kT
Sz

3. Wahrscheinlichkeit

FEine reelle Funktion P, definiert auf einer Ereignismenge heifit Wahrscheinlichkeit, wenn:

a) Fiir jedes Ereignis A gilt: 0 < P(A) <1

b) P(Q) =1

c) Fur zwei disjunkte Ereignisse A und B gilt: P(AU B) = P(A) + P(B)

4. Stochastische Unabhéngigkeit

Zwei Ereignisse A und B heiflen stochastisch unabhéngig <= P(AN B) = P(A) - P(B)

5. Bedingte Wahrscheinlichkeit P(A|B) =

Wahrscheinlichkeitsbaum:

P(B[A)

B
P(ANB) = P(A) - P(B|A)

Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit: P(A) =

P(AN B)
P(B)

Satz von Bayes: Fiir P(B) # 0 gilt: P(A|B) =

6. Diskrete, stetige Zufallsvariable X
diskrete Zufallsvariable

P(AN B) = P(A) - P(B|A)

A
)

=3

3

B)

, mit P(B) #0

|B) - P(B) + P(A|B) - P(B)

. P(B|A)

stetige Zufallsvariable

Pla< X <b)

Verteilungsfunktion F(x)

Erwartungswert E(X) = pu

Varianz Var(X) = o2

X

T

L2

P(X
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Dichtefunktion f (¢)

[P rtyat

Jo o ft)dt
Fl(x) = f(x)

f_oooo xf(x)dx

[0 (@ — p)? f(z)da



7. Lineare Kombination einer Zufallsvariable X

Z =aX +bmit a,beR — E(Z)=aBE(X)+bVar(Z)=a*Var(Z)
1 X -

Z=-Xx-P2 " it B(X) = p,Var(X) =0 = E(Z)=0,Var(Z) =1
g ag g

8. Einige Verteilungen der Statistik

a) stetige Gleichverteilung (keine unterschiedliche Wahrscheinlichkeit fir Einzelereignis-

se)
0 firt<a
Dichtefunktion f(t) = ﬁ fira<t<b
0 firt > b
0 firt<a
Verteilungsfunktion F'(z) = ¢ $=2¢ fira <t <b
1 firt >0

a b—a 2
B(X)=%k; Var(X)={72)

b) Binomialverteilung (Warenausgang; konstante Trefferquote)
p konstante Trefferwahrscheinlichkeit; k Anzahl Treffer bei n Versuchen
Wahrscheinlichkeitsfunktion: P(X = k) = (})-p*- (1 —p)" % mit (}) = #‘_k),
E(X)=np; Var(X)=np(1-p)

c) Hypergeometrische Verteilung (Wareneingang; Waren OK/NOK)
keine konstante Trefferwahrscheinlichkeit
N: Anzahl Elemente der Grundgesamtheit; M: Anzahl Elemente mit Eigenschaft A
n: Anzahl der entnommenen Elemente; k Anzahl Treffer

() - ()
()

E(X) =n- 2% Var(X) = M(l_M>N-n

Wahrscheinlichkeitsfunktion: P(X = k) =

"~

N N/ N-1
d) Poissonverteilung (bei Vorkommnisse pro (Zeit-) Einheit)
k

A
Wahrscheinlichkeitsfunktion: P(X = k) = ge*)‘ mit A > 0,k € Ny
E(X)=\; Var(X)=\ ‘
e) Exponentialverteilung. (Lebensdauer; Zerfallsprozesse)
0 firt <0
Dichtefunktion: f(t) =
f@) Ae™ fir0<t
0 fii 0
Verteilungsfunktion: F(z) = s
l—e ™ fir0o<z
E(X)=5; Var(X)=1%

f) Weibullverteilung (Ausfallhdufigkeit elektronischer Bauelemente, Werkstoffe)
k > 0: Formparamter
A > 0: mittlere Ausfallrate Dichtefunktion: f(¢) = Ak ()w)k*l-e_(’\””)]C Verteilungsfunktion: F'(z) =
1 — e~ ()" Erwartungswert: E(X)=X"1-T(1+1)
Varianz: Var(X)=A"2(T(1+2) —T%(1+ 1))
Standardabweichung: o = y/Var(X)



g) Normalverteilung (bestimmter Wert wird erwartet; kann nach oben/unten abweichen)

. . 1 _(=w)?
Dichtefunktion: f(t) = e 202

V2rm o
E(X)=pu; Var(X)=0>

Eine Normalverteilung mit ¢ = 0 und ¢ = 1 heifit Standardnormalverteilung und

ihre Verteilungsfunktion ¢
X —
Berechnung mit Hilfe der Standardnormalverteilung (Z = 'u):
o

P(X <) = o(~—F)
Pla<X <t)= ("2 —o(* L)

g

P(IX — p| < ko) =2¢(k) —

9. Zentraler Grenzwertsatz
X1, Xo,...X,, unabhéngige Zufallsvariablen

a) X; normalverteilt mit E(X;) = pu; und Var(X;) = o2:
S = X1 + ... + X, ist normalverteilt mit E(S) = >"" | y; und Var(S) =Y, o?

— 1
X = — (X1 + ...+ X,,) ist normalverteilt mit
n

E(X) = —Zl 1 i und Var( X) = 221 10

b) X; normalverteilt mit F(X;) = p und Var(X;) = 0%
S = X1 + ... + X,, ist normalverteilt mit F(S) = ny und Var(S) = no?

= 1 — — 1
X = — (X1 + ... + X;,) ist normalverteilt mit £(X) = p und Var(X) = —o?
n n
c) (Zentraler Grenzwertsatz) X; identisch verteilt mit F(X;) = g und Var(X;) = 02
S = X X, ist naherungswelse normalverteilt mit E(S) = ny und Var(S) =
X = (X 1+ ... + X,,) ist ndherungsweise normalverteilt mit
— 1
E(X) = pund Var(X) = —o?
n
Ab n > 30 kann die N&herung als hinreichend genau angesehen werden.
10. Punktschéatzer
a) T erwartungstreuer Schétzer fir A\ <= E(T) =
b) T zudem konsistent <= lim,_,Var(T) =0
11. Intervallschéitzung
Im Folgenden steht
2z fiir das B-Quantil der Standardnormalverteilung

tn—1.5 fir das 8-Quantil der tstudent-Verteilung mit Stichprobengréfie n
befl; 3 fiir das B-Quantil der Chiquadrat-Verteilung mit Stichprobengréfie n

a) Konfidenzintervall fiir den Erwartungswert einer Normalverteilung bei bekannter Va-

rianz



zweiseitiges Konfidenzintervall [f — Z1_qa/2 " %,f +21a/2 ﬁ}
einseitiges unteres Konfidenzintervall (—oo,f + Z—a ﬁ}

einseitiges oberes Konfidenzintervall [E — Zl—a %, oo)

b) Konfidenzintervall fiir den Erwartungswert einer Normalverteilung bei unbekannter

Varianz
. S
TAtyi-g - —=

vn

zweiseitiges Konfidenzintervall

. S
oty 7

s
einseitiges unteres Konfidenzint. <—oo,x +ln—11-a- ]

N

S
einseitiges oberes Konfidenzint. [m —tp—lil—a T, oo>
n

c¢) Konfidenzintervall fiir die Varianz einer Normalverteilung

n—1)-s2 (n—1)- s

zweiseitiges Konfidenzintervall ( 5 ) , ( 3 )

| Xn—1;1-¢ Xn-1;2

[ (n—1)-s°
einseitiges unteres Konfidenzintervall |0, %

L anl;a

[(n—1) 82
einseitiges oberes Konfidenzintervall (27), o0

L anl;lfa

12. Hypothesentest
Waihle ein Signifikanzniveau «(z.B.: 0.1, 0.05, 0.01)

a) Binomialtest bei Hypothese bzgl. p einer Binomialverteilung
e Hypothesen festlegen
i. Ho:p=po gegen Hi : p # po
ii. Hy:p>po gegen Hy : p < pg linksseitig
iii. Hp:p <pg gegen Hy : p > pgy rechtsseitig
e Ziehe eine Stichprobe vom Umfang n, bestimme die Anzahl ¢ mit der Eigenschaft

e Bestimme das entsprechende Quantil der Binomialverteilung:

i kueNmitP(ngu)S%undkoeNmitP(szo)g

| Q

ii. ke Nmit P(X <k) <«
iii. k€ Nmit P(X >k)<a
e Verwerfe Hy, falls
i. ceA{0,...ky} U{ko,..n}
ii. c€{0,....k}
iii. ce{k,..n}



b) Gaufltest bei Hypothese bzgl. p einer Normalverteilung mit bekanntem o
e Hypothesen festlegen
i. Ho:p=po gegen Hy: p# o
ii. Ho:p > po gegen Hy @y < pg linksseitig
iii. Hp:p < po gegen Hy @ p > pg rechtsseitig

e Ziehe eine Stichprobe vom Umfang n, berechne T und den dazugehérigen standardi-

sierten Priifwert
R

G

e Bestimme das entsprechende Quantil der Standardnormalverteilung:

L 21 )2
. 21_a
iii. 21—
e Verwerfe Hy, falls
i [2] > 21_q/2
. z2< —2z1_4
iii. 2> 21-4
c) t-Test bei Hypothese bzgl. u einer Normalverteilung mit unbekanntem o
e Hypothesen festlegen
i. Ho:p=po gegen Hy:p# o
ii. Ho:p > po gegen Hy @y < pg linksseitig
iii. Hop:p < po gegen Hy @y > pg rechtsseitig

e Ziehe eine Stichprobe vom Umfang n, berechne Z und s und den dazugehorigen

standardisierten Priiffwert
‘= T — Mo
s/\/n

e Bestimme das entsprechende Quantil der t-Verteilung:

L th-1,1-a/2
. tp1i-a
ity 1 a
e Verwerfe Hy, falls
Lt >t 1;1-0/2
it < —ty 11-a
i, ¢ >ty 11 0
d) x2-Test bei Hypothese bzgl. o2 einer Normalverteilung
e Hypothesen festlegen
i. Hy:o0? =02 gegen Hy : 02 # 03

ii. Hy:o0?%> ag gegen Hy : 02 < ag linksseitig



iti. Hy:o? < of gegen Hy : 02 > o3 rechtsseitig
Ziehe eine Stichprobe vom Umfang n, berechne s2 und den dazugehérigen standardi-
sierten Prﬁfvxéert

s
y=mn-1)—
90
Bestimme das entsprechende Quantil der y-Verteilung:
C2 2
L Xp—tiay2 W0 X510
i X210
oo 2
il Xj-11-a
Verwerfe Hy, falls
Ly< Xi—m/z oder y > Xi—m—a/g
ii. y < X721—1;oz

. Y > X5_11-a



