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Foliensatz wurde in Anlehnung an Angewandte Statistik (Wirtschaftsinformatik)
von Dr. Kathrin Plankensteiner erstellt



Lehrveranstaltung inkl. Benotung

Integrierte Lehrveranstaltung
3 ECTS / 2 SWS / 75 Stunden
Anwesenheit Lehrveranstaltung: 21 Stunden

Vorbereitung Abschlusspriifung: 30 Stunden
Hausiibungen DataCamp: 15 Stunden (laut DataCamp 11 Stunden)

P Introduction to Statistics in Python
P Introduction to Regression with statsmodels in Python
P Foundations of Probability in Python

Ubungsbeispiele (5 Zettel mit je 4 Aufgaben): 9 Stunden
» Benotung:
» DataCamp (20 %)
Ubungsbeispiele (10 %)
Klausur (70 %)
Negative Klausur impliziert negative Endnote
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Prifung und Notenschliissel fiir die Lehrveranstaltung

Priifung am 11.01.2025:
» Die Priifung muss fiir eine positive Endnote positiv sein.
» Die Priifung findet am Zettel statt.
» 70 % der Endnote.
» Theorie wird abgefragt.
>

Beispiele (Code in Python interpretieren / verstehen / ergdnzen oder auch
Beispiele wie auf den Ubungsblattern).

Notenschlissel:
> 0 < x < 50 %: Nicht Geniigend
> 50 < x < 62.5 %: Geniigend
> 62.5 < x < 75 %: Befriedigend
> 75 < x < 87.5 %: Gut
> 87.5 < x <100 %: Sehr Gut



Ubungsablauf

> 5 Ubungszettel mit je 4 Beispielen:

» 1. Ubungszettel bis zum 21.09.
P 2. Ubungszettel bis zum 28.09.
» 3. Ubungszettel bis zum 19.10.
» 4. Ubungszettel bis zum 09.11.
P 5. Ubungszettel bis zum 30.11.

» Beispiele werden prasentiert.
» Jede bzw. jeder prasentiert mindestens ein Beispiel.

»> 10 DataCamp Kurse, die in der Ubung begonnen werden

» Computerraum
P Kopfhdrer mitbringen



Programmiersprache

» Python wird als Programmiersprache in diesem Kurs verwendet.
P https://www.python.org
> Laut TIOBE Index vom September 2024 ist Python die beliebteste
Programmiersprache der Welt:
P https://www.tiobe.com/tiobe-index/

» Python ist eine relativ einfache Programmiersprache und hat umfangreiche
Standardbibliotheken wie zum Beispiel Pandas.
» DataCamp hilft beim Erlernen von Statistik und Python und wird in diesem Kurs
verwendet
P https://www.datacamp.com
> Jupyter Notebooks kénnen verwendet werden.

» Installiere Anaconda (siehe https://www.anaconda.com/download)

P Anaconda bietet verschiedene Tools an.

> Jupyter Notebooks https://jupyter.org konnen fiir interaktives Coden verwendet
werden.


https://www.python.org
https://www.tiobe.com/tiobe-index/
https://www.datacamp.com
https://www.anaconda.com/download
https://jupyter.org

Termine

13.09 | 15:45 - 17:20 | Einfiihrung in die Statistik

14.09 | 08:00 - 09:35 | Deskriptive Statistik

14.09 | 09:45 - 11:20 | Introduction to Statistics in Python 1 and 4
21.09 | 08:00 - 09:35 | Bivariate Statistik / Regression

21.09 | 09:45 - 11:20 | Regression with statsmodels in Python 1
28.09 | 08:00 - 09:35 | Wabhrscheinlichkeitsrechnung

28.09 | 09:45 - 11:20 | Regression with statsmodels in Python 2
19.10 | 14:50 - 16:30 | Introduction to Statistics in Python 2

09.11 | 08:00 - 09:35 | Induktive Statistik

09.11 | 09:45 - 11:20 | Introduction to Statistics in Python 3

30.11 | 14:00 - 14:45 | Induktive Statistik

30.11 | 14:50 - 16:30 | Foundations of Probability in Python 1 and 2
14.12 | 10:35 - 13:05 | Foundations of Probability in Python 3 and 4
11.01 | 08:00 - 09:35 | Klausur




Einfiihrung in die Statistik



Wann kommen wir mit Statistik in Verbindung?

Diagramme, Tabellen oder statistische Kennzahlen werden in unterschiedlichen
Bereichen des taglichen Lebens verwendet:

» Qualitatskontrollen
» Wahlausgange
» Volkszahlungen
» Sportsendungen
>

etc.



Einsatzgebiete im Bereich Mechatronik

> Qualitdtskontrolle und - sicherung (z.B. Uberwachung von Produktionsprozessen)

»> Prognosemodelle (z.B.: Lebensdauerprognose von Bauteilen)

> Systemdiagnose und Fehlererkennung (z.B.: friihzeitige Erkennung von Fehlern in
Systemen)

v

Produktentwicklung und -design (z.B.: Kundenzufriedenheit)
> etc.



Vorstellung und Erwartung

» Wer bin ich?
» Wer ist mein Arbeitgeber?
» Wann bin ich bei meinem Arbeitgeber mit Statistik in Beriihrung gekommen?

» Was sind meine Erwartungen an die Lehrveranstaltung?



Uberblick

[Deskriptive Statistik]

Visualisierung

StreumaBe LagemaBe

[Zusammenhangsmaﬁe]




Uberblick

Induktive Statistik

[Wa hrscheinlichkeitsrech nung]

Hypothesentests

[Punkt— und Intervallsch'aitzung]




Deskriptive Statistik



Ubersicht und Grundbegriffe

Deskriptive (beschreibende) Statistik

Die deskriptive Statistik verfolgt das Ziel, Daten mithilfe von Tabellen, Grafiken oder
auch Kennzahlen darzustellen und zu beschreiben.

Grundgesamtheit / Population

Die Grundgesamtheit - auch Population genannt - beschreibt die Menge aller Objekte,
liber die wir eine Aussage treffen wollen. Die Bestimmung von gewissen Eigenschaften
der Grundgesamtheit ist das Ziel der schlieBenden Statistik.

Stichprobe

Die Stichprobe ist die Menge der beobachteten Objekten. In anderen Worten ist die
Stichprobe eine (zufillige) Teilmenge der Grundgesamtheit. Diese Teilmenge wird in
der deskriptiven Statistik untersucht.



Merkmalstrager
Die Objekte dessen Eigenschaften wir beobachten.

Merkmale
Eine gewisse Eigenschaft, die an den Merkmalstragern beobachtet wird.

Merkmalsauspragung / Auspragung eines Merkmals

Merkmalsauspragungen sind verschiedene Werte, die ein gewisses Merkmal annehmen
kann.



Kategorische Daten (Merkmale)

Nominale Daten
Die Auspragungen eines Merkmals konnen unterschieden werden.

z.B.: Geschlecht, Autokennzeichen, Blutgruppe, Studiengdnge an einer Hochschule.

Ordinale Daten

Ordinalen Daten konnen zusatzlich zu der Eigenschaft der nominalen Daten sortiert
werden. Dabei gilt entweder a < b, a = b oder a > b. Zudem muss gelten: Wenn
a> bund b > ¢, dann muss a > ¢ sein. Somit konnen kumulierte Haufigkeiten
berechnet werden.

z.B.: Klausurleistung, Kundenzufriedenheit, Lebensdauer eines Bauteils.



Numerische Daten (Merkmale)

Diskrete numerische Daten
Die Auspragungen eines Merkmals konnen nur bestimmte, abzahlbare Werte
annehmen. Oft handelt es sich dabei um ganze Zahlen.

z.B.: Anzahl an Bauteilen, Anzahl an Studenten im Kurs.
Kontinuierliche numerische Daten

Die Auspragungen eines Merkmals kénnen jeden beliebigen Wert innerhalb eines
gegebenen Bereichs annehmen.

z.B.: Verbrauch in MWh pro Einwohner, Lufttemperatur in °C.



Absolute Haufigkeiten

Die absolute Haufigkeit h; beschreibt wie oft die i-te Auspragung eines Merkmals
vorkommt.

Relative Haufigkeiten

Die relative Haufigkeit r; berechnet sich wie folgt

hi
ri=—-,
n

wobei n =Y. h; die Anzahl an Beobachtungen beschreibt. Zudem gilt >, r; = 1.



Beispiel:

Zudem ist ersichtlich,

dass n=7und ) ;r =1 ist.

d | Kleidung

0 T-Shirt

1 Hemd Kleidung | h; ri
2 Hemd T-Shirt 3| 3/7
3 T-Shirt Hemd 3 | 3/7
4 Hemd Pullover 1 ]1/7
5 Pullover

6 T-Shirt




Kumulierte Haufigkeiten

Absolute kumulierte Haufigkeit

Gegeben sind n Beobachtungen eines ordinalen Merkmals mit m verschiedenen
Auspragungen x; mit der Ordnung x; < xo < ... < xm. Die absolute kumulierte
Haufigkeit wird berechnet als

k
Fabs(x) =D hi mit 1< k < m,
i=1

wobei h; die absolute Haufigkeit der Auspragung x; beschreibt.

Die absolute kumulierte Haufigkeit ist demnach die Summe der absoluten Haufigkeiten
der Auspragungen von der kleinsten bis zur jeweils gegebenen Schranke.

Beispiel: Anzahl der Studierenden mit einer Note nicht schlechter als eine 3 im Fach
Wahrscheinlichkeit und Statistik.



Kumulierte Haufigkeiten

Relative kumulierte Haufigkeit

Gegeben sind n Beobachtungen eines ordinalen Merkmals mit m verschiedenen
Auspragungen x; mit der Ordnung x; < xo < ... < xm. Die relative kumulierte
Haufigkeit wird berechnet als

k
Frei(xk) = Z rmitl<k<m,
i=1
wobei r; die relative Haufigkeit der Auspragung x; beschreibt. Die Funktion F,e wird
auch empirische Verteilungsfunktion genannt.

Die relative kumulierte Haufigkeit ist die Summe der relativen Haufigkeiten der
Auspragungen von der kleinsten bis zur jeweils gegebenen Schranke.



Klasseneinteilung

Die Klasseneinteilung beschreibt die Einteilung in Abhangigkeit der Auspragung eines
Merkmals in Klassen.
Wann ist eine Klasseneinteilung sinnvoll?

» Bei vielen Auspragungen eines Merkmals

» Falls fast kein Unterschied zwischen den Auspragungen vorhanden ist

» Falls einzelne Auspragungen selten oder gar nicht vorkommen



Was ist bei der Klasseneinteilung zu beachten?

» Jede Auspragung wird genau einer Klasse zugeordnet.

» Die Klassen sind disjunkt und zudem entweder links offen und rechts
abgeschlossen oder vice versa.

» Die erste Klasse kann bis —co und die letzte Klasse kann bis +o0o gehen.

» Die Reduktion der Daten geht mit einem Verlust an (wesentlichen) Informationen
einher.

> Faustregeln fiir die Bestimmung der Anzahl an Klassen sind:

Anzahl Beobachtungen Klassen
< 50 5 bis 7
i) | 50 < x < 100 6 bis 10
100 < x < 250 7 bis 12
> 250 10 bis 20

i) Anzahl an Klassen < \/Anzahl an Auspragungen.



LagemaB

Ein LagemaB ist eine statistische Kennzahl, die durch Zusammenfassen von
Informationen zu einem reprasentativen Wert ermittelt werden kann. Dieser
reprasentative Wert liefert Positionsinformationen der zugrunde liegenden Daten.

Beispiele fiir gangige LagemaBe:
> Arithmetischer Mittelwert
» Median und Modus
» Quantile



Arithmetisches Mittel

Gegeben sind n Beobachtungen mit Auspragungen x;. Das arithmetische Mittel - auch
Mittelwert, Mittel oder Durchschnitt genannt - wird wie folgt berechnet

%= X1+ . +Xn_ ZX/

Eigenschaften vom arithmetischen Mittel sind:

» Die Abweichungen ¢; der Auspragungen x; vom Mittelwert X berechnen sich wie
folgt: ¢, = x; —x furi=1,...,n.

> Falls die Summe der Abweichungsquadrate minimiert werden soll
(ming 301 (xi — z)?), liefert z = X den minimierenden Wert.

» Das arithmetische Mittel ist eindeutig.



Median

Gegeben sind n Beobachtungen eines ordinalen Merkmals mit geordneten
Auspragungen x;, d.h. x; < ... < xp. Der Median - auch Zentralwert genannt - wird

wie folgt berechnet

) Xme fir ungerades n =2m+1
median %(xm + Xm+1)  fur gerades n =2m.

» Der Median ist im Vergleich mit dem arithmetischen Mittel robust gegeniiber
AusreiBern.
» Der Median ist eindeutig.



Modus

Der Modus - auch als Modalwert bekannt - beschreibt jene Auspragungen eines
Merkmals, die am haufigsten in der Stichprobe vorkommen.

» Der Modus ist nicht immer eindeutig, kann aber immer berechnet werden.
» Um den Modus berechnen zu kénnen, miissen zumindest nominale Daten

vorliegen.

» Verteilungen werden
P mit einem Modus unimodale Verteilung,

P mit zwei Modi bimodale Verteilung und
P mit zwei oder mehr Modi mulitmodale Verteilung

genannt.



Quantil

Gegeben sind n Beobachtungen eines ordinalen Merkmals mit geordneten
Ausprigungen x;, d.h. x; < ... < x,. Sei p € (0,1), dann berechnet sich das
empirische p-Quantil x, wie folgt

. %(xn.p + Xp.py1) fallsn-peN
s X n-p+1] falls n- p ¢ N.

Hier bezeichnet |.| die Abrundungsfunktion (auch GauBklammer genannt).
» Median: Der Median entspricht dem 0.5-Quantil.
» Terzil: Das untere Terzil entspricht dem %—Quantil und das obere Terzil dem
%—Quantil.

» Quartil: Das erste Quartil (Q1) beschreibt das 0.25-Quantil, das zweite Quartil
(Q2) den Median und das dritte Quartil (Q3) das 0.75-Quantil.

» Dezil: p € {0.1,0.2,...,0.9}.
> Perzentil: p € {0.01,0.02, ...,0.99}.



StreumaB

Ein StreumaB - auch DispersionsmalB genannt - ist eine statistische Kennzahl, die die
Streuung der Beobachtungen angibt. Um ein StreumaB definieren zu kdnnen, wird ein
AbstandsmaB bendtigt. Ein kleines (groBes) StreumaB bedeutet, dass die
Beobachtungen konzentriert (zerstreut) sind.

StreumaBe kénnen wie folgt unterteilt werden:
> Abstand zwischen LagemaBe (R, IQA)
» Streuung um ein LagemaB

> Streuung relativ zu einem LagemaB



Abstand zwischen LagemaBe

Spannweite

Die Spannweite berechnet sich aus der Differenz zwischen der maximalen (xmax) und
der minimalen (xmin) Auspragung eines Merkmals in der Stichprobe

R = Xmax — Xmin-

Interquartilsabstand

Der Interquartilsabstand berechnet sich aus der Differenz zwischen dem dritten Quartil
(Q3) und dem ersten Quartil (Q1)

1QA = Q3 — Q1.
» R wird im Vergleich mit /QA stark durch AusreiBer beeinflusst.

» R und IQA existieren immer und sind eindeutig.

» Linge der Box im Boxplot.



Ausreiler bestimmen mit IQA

Ein AusreiBer ist eine Beobachtungen, die von den meisten anderen Beobachtungen
weit entfernt liegt. Eine Moglichkeit AusreiBer zu identifizieren bietet der IQA.
Demnach ist eine Beobachtung x ein AusreiBer, falls:

x < Q1 —1.5-IQA oder
x > Q3+ 1.5 IQA.



Streuung um ein LagemaB

Mittlere absolute Abweichung

Gegeben sind n Beobachtungen xi, ..., x,. Die mittlere absolute Abweichung
berechnet sich wie folgt

1 n
MADmean = ; Z |Xi - >_<|
i=1

1 n
MADmedian = E Z |Xi - Xmedian|'
i=1

» Hier wird als AbstandsmaB die Betragsfunktion |.| verwendet.

» MADmean und MAD pedian sind nicht robust gegeniiber AusreiBer.



Streuung um ein LagemaB

Empirische Varianz

Gegeben sind n Beobachtungen xi, ..., x,. Die empirische Varianz s2 berechnet sich
wie folgt
1 n
=5 - %) (1)
ni=
1 n
2 -\2
55 = Xj — X)°. 2
—> (%) @)

i=1

Hier wird als AbstandsmaB der quadratische Abstand (.)? verwendet.
» Falls die Grundgesamtheit gegeben ist, wird Gleichung 1 verwendet.
» Falls eine Stichprobe gegeben ist, wird Gleichung 2 verwendet.

» Das s? in Gleichung 2 ist ein erwartungstreuer Schitzer fiir die Varianz der
Grundgesamtheit.

v

Die empirische Standardabweichung s ist gegeben durch s = v/s2.



Streuung relativ zu einem LagemaB

Um unterschiedliche Datenreihen miteinander vergleichen zu konnen, wird eine
dimensionslose GroBe bendtigt.

Variationskoeffizient

Der Variationskoeffizient - auch Abweichungskoeffizient genannt - ist ein relatives
StreumaB, das nicht von der MaBeinheit der Beobachtungen abhangt. Dieses
StreumaB berechnet sich wie folgt

V =

R IRY)

>V ist nur sinnvoll fiir Datenreihen mit ausschlieBlich positiven (oder ausschlieBlich
negativen) Werten.
> Dieses StreumaB beschreibt die normierte Standardabweichung.

» Der Variationskoeffizient ermoglicht wegen seiner Dimensionslosigkeit einen
Vergleich der Streuung unterschiedlicher Datenreihen.

P> V ist nicht robust gegeniiber AusreiBer.



Streuung relativ zu einem LagemaB

Quartilsdispersionskoeffizient

Der Quartilsdispersionskoeffizient ist ein relatives StreumaB, das nicht von der
MaBeinheit der Beobachtungen abhangt. Dieses StreumaB berechnet sich wie folgt

IQA

Xmedian

V, =

» V, ist eine robuste Version von V.

> Dieses StreumaB beschreibt den normierten Interquartilsabstand.



ZusammenhangsmaBe

Ubersicht

» Nominale sowie ordinale Daten:

P> ZusammenhangsmaB: Es wird der Chi-Quadrat Koeffizient und daraus der
Kontingenzkoeffizient bestimmt.

» Metrische Daten: Die Ausprigung eines Merkmals besteht aus einer Zahl, einer
Dimension und einem Nullpunkt. Zum Beispiel: Einkommen, Alter,
Geschwindigkeit.

P ZusammenhangsmaB: Die Kovarianz und der Korrelationskoeffizient werden bestimmt.



Randhaufigkeiten

Seien xi,...xm Merkmalsauspragungen der Variable X und y1, ...y
Merkmalsauspriagungen der Variable Y. Wie oben bereits definiert, beschreibt h;; die

absolute Haufigkeit der Mermalsauspragung x; mit y;.

[ v« ]| Randhaufigkeiten von X |

l [ v [
X1 hin | .| b hie
X2 hor | ... | hog hae
Xm hm1 hmk hme
[ Randhaufigkeiten von Y [[ he1 [ ... [ hax || hee ]

Die Randhaufigkeiten werden wie folgt berechnet: he; = >, hjj oder h;q = Zj hi;.
Die Summe der Randhiufigkeiten ergibt sich aus n = hee = ZJ» > hij



Von absoluten zu relativen Haufigkeiten

Wir kénnen die Tabelle von der vorherigen Folie auch in relative Haufigkeiten
umwandeln. Dafiir erinnern wir uns, dass r; = %’ die relative Haufigkeit der i-ten
Auspragung und n die Anzahl an Beobachtungen beschreibt. Demnach gilt:

l [ vt [-.- ] w [ Randhiufigkeiten von X |
X1 Uil | ... | Uik Uie
X2 u21 S Uok Uoe
Xm Umi “ee Umk Ume

[ Randhiufigkeiten von Y [ we1 [ ... [ ek || Uee

Auch hier gilt: uej = 3=, ujj, Uje =3 ujj und tee =37, >, uj = 1.



Beispiel 1: Kontingenztabelle

BB | VZ | Summe (Zeile)
Mannlich 12 20 32
Weiblich 3 18 21
Summe (Spalte) | 15 | 38 n =53

» Wie hoch war der Anteil der Studenten im Studiendesign BB insgesamt?
» Wie hoch war der Anteil der weiblichen Studenten im Studiendesign VZ?

> Wie hoch war der Anteil vom Studiendesign VZ an den mannlichen Studierenden?



Statistische Abhangigkeit und Unabhangigkeit

Unabhiangig ist die Tabelle, wenn das Geschlecht nicht mit dem Studiendesign
zusammenhangt. Dafiir muss folgende Gleichung erfiillt sein:

ZU*n:hio -h.j.

Fij beschreibt den erwarteten Wert der absoluten Haufigkeit der Merkmalskombination
in der Zeile i und der Spalte j.

Falls die Gleichung fiir eine Zelle nicht erfiillt ist, gibt es eine Abhangigkeit der

Merkmale.
Ergebnis:
12.53 #15-32
3.-53#15-21
20-53 # 38-32
18-.53 #38-21

In diesem Fall liegt eine Abhangigkeit der Merkmale vor.



Beispiel 2 Kontingenztabelle

yi | y» | Summe (Zeile)
X1 20 | 20 40
X2 6 6 12
Summe (Spalte) | 26 | 26 n =52

In diesem Fall liegt eine Unabhangigkeit der Merkmale vor.




Chi-Quadrat Koeffizient
Chi-Quadrat wird wie folgt berechnet

X*=>"

m  k
i=1 j=

(hy — hy)?
h..

1 u

X2 beschreibt Chi-Quadrat.
m beschreibt die Anzahl an Zeilen.

k beschreibt die Anzahl an Spalten.

vvyyy

hjj beschreibt die absolute Haufigkeit der Merkmalskombination in der Zeile i und
der Spalte j.

v

FEU beschreibt den erwarteten Wert der absoluten Haufigkeit der
Merkmalskombination in der Zeile i und der Spalte j.



Ergebnis fir Beispiel 1

> Schritt 1: Berechnung F,J
> 1832 59
> T 52 a6
> o B2~ 23
> hy: B2 x5

> Schritt 2: Berechnung (hj — h;j)?.
> (12-9)°=09

> (3-6)°=9

> (20 -23)2=9

> (18 —15)2 =9

_F2
» Schritt 3: Berechnung (hy—hy)”
ij

> % =1

> 2=15

> 2 ~0.39

> 2 =06

» Schritt 4: X? =1+ 1.5+ 0.39 + 0.6 = 3.49



Aussagekraft von X2

> Aussagekraft des Koeffizienten ist gering.
> X2 ¢ [0,n-(min{m, k} —1)].
> X2 =0: Véllige Unabhingigkeit der Merkmale.

» Wert bei vollkommener Abhangigkeit hangt ab von:

P Anzahl an Ausprigungen.
P Untersuchter Gesamtheit n.

> X2 ist demnach nicht standardisiert und daher nur begrenzt vergleichbar.

Aus diesem Grund konnen wir den Chi-Quadrat Koeffizienten in den
Kontingenzkoeffizient umwandeln.



Korrigierter Kontingenzkoeffizient
Der korrigierte Kontingenzkoeffizient wird wie folgt berechnet

KP — X2 min{m, k}
SV n+ X2 min{m,k} —1"

P> KP beschreibt den korrigierten Kontingenzkoeffizient.
» X2 beschreibt den Chi-Quadrat Koeffizient.
» n beschreibt die GroBe der Stichprobe.

» min{m, k} nimmt das Minimum der Anzahl an Zeilen und Spalten.



Beispiel und Interpretation

» p—  [/_349 2 ~
K 53+3.49 1 0.35

» Der Kontingenzkoeffizient nimmt Werte zwischen 0 und 1 an.

» Ein Wert von Null bedeutet, dass kein Zusammenhang zwischen den Merkmalen
vorliegt.

» Ein Wert von Eins bedeutet, dass ein vollstandiger Zusammenhang zwischen den
Merkmalen existiert.

» In unserem Beispiel liegt ein schwacher statistischer Zusammenhang zwischen den
Merkmalen Geschlecht und Studiendesign vor.

» Der korrigierte Kontingenzkoeffizient ermdglicht den Vergleich von
Kontingenztabellen unterschiedlicher GroBen.



Kovarianz

Korrigierte empirische Kovarianz

Die empirische korrigierte Kovarianz einer Stichprobe mit n Beobachtungen berechnet
sich wie folgt:

Sy = 2 > 00— R~ )

i=1

> Die korrigierte empirische Kovarianz ist ein erwartungstreuer Schatzer der
Kovarianz der gesamten Population mithilfe einer Stichprobe.

» Die empirische Kovarianz beschreibt den linearen Zusammenhang zweier
Merkmale.

» Die Kovarianz ist keine dimensionslose GroBe.

> Falls sy, > 0 ist, liegt ein positiver Zusammenhang vor. Vice versa fiir sy, < 0.



Korrelationskoeffizient

Empirischer Korrelationskoeffizient
Der empirische Korrelationskoeffizient fiir eine zweidimensionale Stichprobe (x;, y;)7_;
berechnet sich wie folgt:

- il —Xi—y)
Y Vi - RR (i - 7)?

» Dieses ZusammenhangsmaB beschriebt den Grad des linearen Zusammenhangs
zwischen zwei Merkmalen und ist eine dimensionslose GroBe.

» Die Korrelation bedeutet nicht, dass die Anderung einer Variable eine Anderung
der anderen Variable zur Folge hat.
> Falls ryy, =~ 0 kann trotzdem ein nicht-linearer Zusammenhang vorliegen.



Interpretation

v

|rxy| = 1: Die zwei Merkmale liegen im 2-dimensionalen Koordinatensystem auf
einer Linie.

Ab |ry| > 0.5 sprechen wir davon, dass der lineare Zusammenhang groB ist.
Bei |ryy | & 0.3 sprechen wir von einer moderaten Korrelation.

Bei |ryy| &~ 0.1 sprechen wir von einer geringen Korrelation.

vvyyy

Sprechweise bei z.B. ry, = 0.8: Ein hohes x geht mit einem hohen y einher.



Kausalitat

> Unter Kausalitidt wird verstanden, dass die Anderung einer Variable x eine
Anderung der Variable y zur Folge hat.

» Korrelation impliziert keine Kausalitat.



Beispiel Korrelation vs. Kausalitat

[Schéner Sommertag]

Eiskugel Sonnenbrand

Es liegt eine positive Korrelation zwischen Eiskugel und Sonnenbrand vor. Kausalitat:
Ein schoner Sommertag hat zur Folge, dass mehr Eis konsumiert wird und die
Individuen einen Sonnenbrand bekommen kdnnen.



Scheinkorrelation

Falls ein drittes Merkmal, das nicht beriicksichtigte wurde, die Ursache des
Zusammenhangs von zwei Merkmalen ist, so nennt man dies eine Scheinkorrelation.
» Storche und Geburten

P Urbanisierung und Industralisierung: Den Stdrchen wird ihr Lebensraum entzogen.
P Urbanisierung und Industralisierung: Zunahme der Erwerbstatigkeit von Frauen und
somit sinkende Geburtenrate.

» SchuhgréBe und Einkommen

P Drittes Merkmal Geschlecht entscheidend.
P Frauen haben im Allgemeinen kleinere Schuhnummern und Einkommen.
P Vice Versa fiir Manner.



Exkurs: Einfache lineare Regression



Grundlagen

> Die lineare Regression ist eine Methodik zur Bestimmung des Einflusses einer
oder mehrerer Variablen auf eine ZielgroBe.

» Wir sprechen von einfacher linearer Regression, falls es genau eine unabhangige
Variable gibt.

» In der einfachen linearen Regression wird versucht die beobachteten Werte durch
eine Gerade abzubilden.

> Falls die einfache lineare Regression als Prognosemodell dient, liegen die
Prognosen auf dieser Geraden.

> Beispiele:

P GroBe und Gewicht
P Lernzeit und Punkte im Abschlusstest



Einfache lineare Regression

Sei X die EinflussgroBe (auch unabhingige Variable genannt) und Y die gesuchte
ZielgroBe (auch abhingige Variable genannt). Mithilfe der einfachen linearen
Regression wird eine Gerade durch die Punktwolke {(x1, y1),...(xn, yn)} gelegt, sodass
der lineare Zusammenhang zwischen X und Y mdglichst genau beschrieben wird.

Die Gleichung der einfachen linearen Regression ist gegeben durch:
yi = Bo+ Bixi + €, i €{1,...,n}.

€; beschreibt den Fehler zwischen dem wahren Wert y und dem Schatzwert y, Sy die
Regressionskonstante (auch intercept genannt) und 31 das Gewicht der unabhangigen
Variable X.

Falls alle Punkte auf einer Geraden liegen wiirden, kdnnte die einfache lineare
Regression die abhéngige Variable perfekt erklaren und es wiirden keine Fehler
existieren. Dies ist in den seltensten Fallen der Fall.



Wie wird die Gerade durch die Punktwolke gelegt?

Das Ziel ist die Fehler zwischen y; und y; zu minimieren. Da sich positive und
negative Fehler nicht aufheben sollen, kdnnen beispielsweise die absoluten oder
quadrierten Fehler betrachtet werden.

Zielfunktion
Aus diesem Grund minimiert die einfache lineare Regression die quadrierten
Abweichungen zwischen y; und y;. Die Zielfunktion lautet:

m|nZ(y, Vi) —mmZe

Diese Methode wird Methode der kleinesten Quadrate sowie OLS (engl. ordinary least
squares) genannt. Demnach werden diejenigen Sy sowie 31 gesucht, die folgendes
Problem I6sen:

min Q@ = min Z(Yi — (Bo + Bixi))>.
im1



Um dieses Minimierungsproblem zu 16sen, leiten wir nach Sy und 81 ab und setzen
gleich Null. Wir erhalten

29
0B

-2 Z(Yi — (Bo + B1xi))xi =0
i—1

n n n
Zx,-y,- = 502&' + 61 fo
i=1 i=1 i=1

I
=0

sowie
2Q
9B

2> (yi — (Bo + B1x;)) =0
i=1

!
=0

n n
Zy; = Bon+ B1 Zx,-
i=1

i=1



Dies konnen wir wie folgt darstellen:

(0 )-(5 s2)(F)

Wir wissen, dass eine Matrix wie folgt invertiert wird:

a b\ ' 1 d —b
c d " ad—bc \ —c a ‘
Daraus ergibt sich:

(5)=rmrmmr (5 77 (50,)

Nun ware noch zu zeigen, dass es ein Minimum ist. Dies lasst sich liber die zweite
Ableitung zeigen.



Interpretation von (g

Die Regressionskonstante gibt den Schnittpunkt der Regressionsgeraden mit der
y-Achse bei x = 0 an. Falls Bp = 0 ist, geht die Regressionsgerade durch den
Ursprung.

Interpretation von (3;

Der Vorhersagewert des Modells erhoht sich um 1 Einheiten, falls die unabhangige
Variable sich um eine Einheit erhoht. Das Vorzeichen von ; gibt demnach die
Richtung des Effekts an.



Multiple lineare Regression

Falls eine beobachtete abhangige Variable durch mehrere unabhangige Variablen
erklart wird, sprechen wir von multipler linearer Regression. Dies ist eine
Verallgemeinerung der einfachen linearen Regression.

DataCamp
Im DataCamp Kurs Introduction to Regression with statsmodels in Python lernen wir
die lineare Regression besser kennen und wenden diese an gewissen Datensatzen an.



Exkurs: Mengenlehre



Definitionen |

Menge
Eine Menge beschreibt eine Zusammenfassung von bestimmten wohlunterscheidbaren
Objekten zu einem Ganzen.

Teilmenge
A heiBt Teilmenge von B, falls folgendes gilt:

ACB:&VYxeA:xeB.

Leere Menge
Die leere Menge enthalt kein Element. Schreibweise: (.



Definitionen 11

Vereinigung zweier Mengen

AUB:& {x:xe Avxe B}

Schnitt zweier Menge

ANB:& {x:x€e AAx€ B}

Differenz zweier Mengen

A\B:& {x:x€ AAx ¢ B}



Definitionen 11l

Komplement

AC e {x:x ¢ A}

Symmetrische Differenz von Mengen

AAB & {x: (x€e AANx¢B)V(x¢ ANx € B)}



GesetzmaBigkeiten |

Sei A, B, C C Q, dann gilt:
Assoziativgesetz:

(ANB)NC=AnN(BNC)
(AUB)UC =AU (BUC)

Distributivgesetz:

(AUB)NC=(ANC)U(BNC)
(ANB)UC=(AUC)N(BUC)

Kommutativ:

AUB=BUA
ANB=BNA



GesetzmaBigkeiten |1

De Morgansche Gesetze

(AUB)® = AN BC
(AN B)¢ = AC U B¢

Absorptionsgesetz

(AUB)NA=A
(ANB)UA=A



Wahrscheinlichkeitsrechnung



Grundraum oder Ereignisraum 2
Die Menge Q der moglichen Ereignisse eines Experiments nennen wir Ereignisraum.
Beispiele:
> Wiirfeln mit einem Wiirfel: Q = {1,2,3,4,5,6}.
> Wiirfeln mit zwei Wiirfeln:
Q=1{(1,1),..,(1,6),(2,1),...,(2,6),(3,1),...,(3,6), ..., (6,1),...,(6,6) }.

> Messung der Inflationsrate (in Prozent und ohne Nachkommastellen):
Q = {0,1,2,100}.

»> Noten im Fach Wahrscheinlichkeit und Statistik: Q = {1,2,3,4,5}.



Ereignisse A C Q
Ereignisse sind Teilmengen von Q.
Beispiele fiir Ereignisse beim Wiirfeln mit einem Wiirfel:
> Ungerade Zahlen: {1,3,5}.
> Primzahlen: {2,3,5}.
» Unmogliches Ereignis: 0.
> Sicheres Ereignis: Q.
> Eins: {1}.

Elementarereignis w

Ein Elementarereignis w ist eine einelementige Teilmenge von .

Zufallsvariable
Eine Zufallsvariable ist eine Funktion, welche jedem méglichen Elementarereignis eines
Zufallsexperiments einen Wert zuordnet.



Axiomatische Definition (Axiome von Kolmogorow)

Eine Funktion P heiBt Wahrscheinlichkeitsverteilung (oder auch
Wabhrscheinlichkeitsfunktion), wenn drei Bedingungen erfiillt sind:

> Nichtnegativitat fiir A C Q: P(A) > 0.
> Normiertheit: P(Q2) = 1.
> Additivitit fir AN B = 0: P(AU B) = P(A) + P(B).



Wabhrscheinlichkeitsverteilung (engl.: probability distribution)

Eine Wahrscheinlichkeitsverteilung P einer Zufallsvariable ist eine Funktion, welche
jedem Ereignis A eine Wahrscheinlichkeit P(A) zuweist.

Gleichverteilung (engl.: uniform distribution)

Eine Wahrscheinlichkeitsverteilung P wird Gleichverteilung genannt, falls es nur endlich
viele Ereignisse gibt und alle gleich wahrscheinlich sind. Fiir alle Ereignisse A gilt:

Al
P(A) = —
12|
Beispiele:
» Wahrscheinlichkeit einer ungeraden Zahl beim Wiirfeln mit einem Wiirfel:

P({1,3,5)) = K33 = 2.

» Zweimaliges Wiirfeln mit einem Wiirfel ergibt die Summe 5:
P({(1,4),(2,3),(3,2), (4, 1)}) = 5.



Additionstheorem
Das Additionstheorem besagt fiir A, B C Q:

P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(AN B)
Uberpriife dieses Theorem beim Wiirfeln mit einem Wiirfel mit:

> P({1,3,4} U{2,6}).
> P({1,3,4} U {2,3,4}).



Unmogliches und sicheres Ereignis
Das unmogliche Ereignis tritt nie ein und das sichere Ereignis tritt immer ein. Somit
gilt:

P(@)=0
P(Q) =1.
Fiir ein Ereignis A gilt mithilfe des Additionstheorems:
P(A) 4+ P(A®) = P(AUA®) = P(Q) = 1.

Und daher
P(A%) =1— P(A).



Annahme: Wir wissen, dass eine gerade Zahl gewiirfelt wird und daher sind 1,3 und 5

als Ausgange nicht weiter moglich. 2,4 und 6 sind weiterhin gleichverteilt. Also gilt
fir B={2,4,6}:

> P({1}|B) = P({3}|B) = P({5}|B) = 0,
> P({2}|B) = P({4}|B) = P({6}|B) = 3.

B€ kann aus allen méglichen Ergebnissen entfernt werden, indem wir mit B
schneiden. Zum Beispiel erhalten wir fir A = {3,4,5,6}:

> AN B = {4,6},
> QN B={24,6}.

Die bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben B kann demnach wie folgt berechnet
werden:

P(A|B) = # der noch moglichen Elementein A |[ANB| 2

# der noch méglichen Elemente in Q ~ |QNB| ~ 3’




Bedingte Wahrscheinlichkeit im Fall einer Gleichverteilung

Im Fall einer Gleichverteilung wird die bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben B
wie folgt berechnet:

# der noch moglichen Elemente in A |AN B
# der noch méglichen Elemente in Q ~ |QN B[’

P(AIB) =

Diese Formel kann auch wie folgt umformuliert werden:

|ANB|
_|AnB| _ Ta P(ANB) P(ANB)
= .

~lans| 1208 “P(@nB) P(B)

P(A[B)

Bedingte Wahrscheinlichkeit (engl.: conditional probability)

Die bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben B wird im allgemeinen Fall wie folgt
berechnet:
P(ANB)

P(AIB) = =555



Unabhangigkeit von Ereignissen
Ereignis A und B sind unabhangig, falls das Folgende gilt:

P(AN B) = P(A) - P(B).

Falls A und B unabhingig sind und P(B) # 0 gilt:

__P(AnB) _P(A)-P(B) _
P(A|B) = P(B) P(B) = P(A).

Demnach entspricht die bedingte Wahrscheinlichkeit gleich der unbedingten
Wahrscheinlichkeit.



Beispiel 1:
> Wir wiirfeln mit einem Wiirfel. Sind die Ereignisse A = {2,4,6} und
B = {4,5,6} unabhingig?
> P(ANB) = P({4,6}) =2 = 1.
_3.3_9 _1
> P(A)-P(B)=% 5=3 =1
» Losung: Die Ereignisse sind abhangig.
Beispiel 2:
> Wir wiirfeln zweimal mit einem Wiirfel. Sind die Ereignisse
A={(1,1),...,(1,5),(1,6)} (Einser beim 1. Wurf) und
B =1{(1,1),...,(5,1),(6,1)} (Einser beim 2. Wurf) unabhingig?
> P(ANB) = P({(1,1)}) = 5.
> P(A)-P(B)= £ & =L
> Losung: Die Ereignisse sind unabhangig.



Multiplikationssatz

P(AN B)

P(ANB) = P(A) =5 o= = PA)P(BIA),
P(ANBNC)=P(AN B)% = P(A)P(B|A)P(C|(AN B)).

Mithilfe des Distributivgesetzes kann das Folgende hergeleitet werden:

Gesetz der totalen Wahrscheinlichkeit

P(A) = P(ANQ) = P(AN (BU BY))
=P((ANB)U (AN B%))
= P(ANB)+ P(AN BS)
= P(B)P(A|B) + P(B)P(A|BS).



Satz von Bayes

Der Satz von Bayes fiir BU B¢ = Q lautet:

_P(BNA) _ P(B N A)
PBIA) = = pray = P(B)P(AIB) + P(BC)P(AIBT)
P(B)P(A|B)

" P(B)P(A|B) + P(BC)P(A|BS)’

Falls Bi, ..., Bn paarweise disjunkt und U;B; = Q, dann gilt fiir i € {1, ..., n}:

_P(BiNA) P(BinA)
P(Bi|A) = P(A)Y  P(B1)P(A|BL) + ... + P(B,)P(A|B,)
P(B;)P(A|B))

P(B1)P(A|B1) + ... + P(Bn)P(A|Bn)’



Diskrete Zufallsvariable

Eine diskrete Zufallsvariable X nimmt nur endlich viele oder abzahlbar unendlich viele
Werte x1, X2, ..., Xp an.

Anmerkung: Eine Menge wird abzahlbar unendlich genannt, falls sie zur Menge N

gleichmachtig ist. Primzahlen sind zum Beispiel abzidhlbar unendlich, da sie eine
Teilmenge von N sind. R hingegen ist liberabzahlbar.

Stetige Zufallsvariable

Eine stetige Zufallsvariable nimmt unendlich viele, nicht abzahlbare Werte an.



Wahrscheinlichkeitsverteilung (pdf) einer diskreten Zufallsvariable

Die diskrete Zufallsvariable X kann Werte xi, ..., x, annehmen. Der Wert x;, zu
welchem das Ereignis X = x; gehort, tritt mit Wahrscheinlichkeit

pi = P(X = x)

ein. Die moglichen Realisierungen x; gemeinsam mit den Wahrscheinlichkeiten p;
nennen wir Wahrscheinlichkeitsverteilung (pdf) oder Verteilung der Zufallsvariable X.

Beispiele:
» Einmaliges Werfen eines fairen Wiirfels: (x1, p1) = (1, é), ey (%6, P6) = (6, %)

> Einmaliges Werfen einer fairen Miinze: (x1, p1) = (Kopf, %) (x2, p2) = (Zahl, %)



Kumulative Verteilungsfunktion (cdf) einer diskreten Zufallsvariable

Die diskrete Zufallsvariable X kann Werte xi, ..., x, annehmen.

die Funktion

Fo=PX<x)= Y m

{ixi<x}

kumulative Verteilungsfunktion (cdf) der Zufallsvariable X.

Wir nennen fiir x € R



Zusammenhang pdf und cdf am Beispiel eines fairen Wiirfels
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Abb.: Links die pdf und rechts die cdf.

Anmerkung: Die kumulative Verteilungsfunktion hat fiir eine diskrete Zufallsvariable
X immer die Form einer Treppenfunktion.



Stetige Zufallsvariable

Wir nennen eine Zufallsvariable X stetig, wenn ihre kumulative Verteilungsfunktion
F(x) = P(X < x) stetig ist.

Dichtefunktion (pdf) einer stetigen Zufallsvariable X

Die stetige Zufallsvariable X besitzt eine (stiickweise) differenzierbare
Verteilungsfunktion F(x). Wir nennen

f(x) = F'(x)

die Dichtefunktion. Zudem gilt:

F(x) = / " f(s)ds.

—o0



Zusammenhang pdf und cdf einer stetigen Zufallsvariable
Siehe https://demonstrations.wolfram.com/ConnectingTheCDFAndThePDF/.

PDF

Abb.: Oben die pdf und unten die cdf.


https://demonstrations.wolfram.com/ConnectingTheCDFAndThePDF/

Anmerkungen zur pdf einer stetigen Zufallsvariable

Sei X eine stetige Zufallsvariable und f(x) ihre Dichtefunktion.

> Die Dichtefunktion ist normiert und es gilt f:;': f(s)ds = 1.
> f(x) ist auf ganz R definiert und nimmt nur nichtnegative Werte an.
> Wir nennen {x € R: f(x) > 0} den Trager der Dichtefunkion f.

> Es gilt fiir stetige Zufallsvariablen: P(X = x;) = 0. Die Punktwahrscheinlichkeit
ist demnach stets 0.



Anmerkungen zur cdf einer stetigen Zufallsvariable
Sei X eine stetige Zufallsvariable und F(x) ihre Verteilungsfunktion.

» Die cdf ist monoton steigend und es gilt:
P limy— _ oo F(x) =0.
P limy_ oo F(x) = 1.
> Firx < y: F(x) < F(y).
> Falls die cdf an einer Stelle springt, entspricht die Hohe des Sprungs genau der
Wabhrscheinlichkeit, mit welcher das Ereignis an jener Stelle eintritt.

> Die Verteilungsfunktion F(x) ist rechtsseitig stetig.



Berechnung von Quantilen

Sei X eine stetige oder diskrete Zufallsvariable. Wir nennen den Wert x, € R mit
F(xp) = p das p-Quantil von X.

Intervallswahrscheinlichkeit einer stetigen Zufallsvariable

Sei X eine stetige Zufallsvariable und die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses im
Intervall [sy, sp] ist

Ploi < x < ) = Fls2) — Flsi) = [ 1(5)ds.

1

Anmerkung: Analoges gilt fiir [s1, s2), (s1, s2] oder (s1,s2). Die rechte Seite von oben
bleibt dieselbe, da die Wahrscheinlichkeit P(X = s;) fiir i € {1,2} einer stetigen
Zufallsvariable Null ist.



Erwartungswert von Zufallsvariablen

Sei X eine diskrete oder stetige Zufallsvariable. Der Erwartungswert von X wird wie
folgt berechnet:

"X - pj , fiir X diskret,
p=EX) = {2 P ir X disk
JTZ x - f(x)dx , fiir X stetig.

Zudem gilt fiir a, b € R und X und Y Zufallsvariablen:
E(a-X+b-Y)=a-EX)+b-E(Y).
Falls die Zufallsvariablen X und Y unabhangig sind, gilt

E(X-Y)=E(X) E(Y).



Fiir eine Zufallsvariable X, die eine symmetrische Dichtefunktion um einen Wert m
hat, gilt: E(X) = m.

Erwartungswert einer Funktion g(.)

Sei X eine diskrete oder stetige Zufallsvariable und g(.) eine beliebige reelle Funktion.
Es gilt:

S 8(xi) - pi , fur X diskret,

E(g(X)) = {ff;’j g(x) - F(x)dx , fiir X stetig.



Beispiel 1: Ein Zufallsgenerator erzeugt eine reelle Zahl zwischen 0 und 4. Die
Dichtefunktion der Zufallsvariable ist:

flir x <0
firo<x<4
fiir x > 4.

f(x) =

O p= O

Berechne den Erwartungswert.



Losung Beispiel 1:

+o0 0 4 q +o00
E(X):/ X~f(x)dx:/ X-de+/ X'de+/ x -0 dx
_ — 00 0 4

oo}

4. 2 1o
16

=— -0
8



Beispiel 2: Pro Jahr treten folgende Anzahl an Hitzetage mit entsprechenden
Wahrscheinlichkeiten auf.

Anzahl 0 1 2
pi 01| 05| 04

Dies verursacht folgende Kosten in tausend Euro bei einem Bauunternehmer:

100

K(x) =300 — ——.
5+2.-x

Was sind die zu erwartenden Kosten pro Jahr?



Losung Beispiel 2:

2
E(K(X)) = 3 K(x) -
i=0

100 100 100
=01-(300— ———)+05-(300 - ———) +0.4-(300 — ———
( 5+2-0)Jr ( 5+2-1)Jr ( 5+2-2)

= 286.41 tsd Euro



Varianz von Zufallsvariablen

Sei X eine diskrete oder stetige Zufallsvariable mit E(X) = p. Die Varianz von X
berechnet sich wie folgt:

2 S —n)? - pi , fiir X diskret,
= Var(X) =
’ o) {f+oo p)? - f(x)dx , fiir X stetig.

Zudem gilt fiir a, b € R das Folgende:
Var(a- X + b) = a% - Var(X).

AuBerdem gilt:
> Var(X) = E((X — u)?)
> E((X —p)?) = E(X?) -



Kovarianz von zwei Zufallsvariablen

Seien X und Y Zufallsvariablen mit Erwartungswerten E(X) = ux und E(Y) = py.
Die Kovarianz ist wie folgt definiert:

Cov(X, Y) = E((X — iwx)(Y — uy)).
Fiir a, b € R gilt:
Var(X + Y) = Var(X) + 2 Cov(X, Y) + Var(Y).
Zwei Zufallsvariablen X und Y heiBen unkorreliert, wenn Cov(X, Y) = 0 ist.
Falls X und Y unabhangig sind, gilt ebenfalls
Cov(X,Y)=0.

Demnach sind unabhangige Zufallsvariablen auch unkorreliert. Aus der
Unkorreliertheit folgt aber nicht zwingend, dass die Zufallsvariablen unabhangig sind.

Anmerkung: Die Kovarianz ist ein MaB fiir die gegenseitige Abhangigkeit von X und
Y. Sie gibt die Richtung aber nicht die Starke des Zusammenhangs an.



Korrelation von zwei Zufallsvariablen
Um die Starke des Zusammenhangs zu bestimmen, wird die Korrelation verwendet.

Fir Zufallsvariablen X und Y mit Erwartungswert E(X) = pux und E(Y) = py sowie
Varianz Var(X) = 0% und Var(Y) = o2 wird die Korrelation wie folgt berechnet:

Anmerkung: Die Standardabweichung o ergibt sich als Wurzel aus der Varianz o2.



Schiefe

Die Schiefe gibt an, ob und wie stark die Verteilung sich nach rechts oder nach links
neigt.

Sei X eine Zufallsvariable mit Erwartungswert p und Standardabweichung o. Die
Schiefe (auch drittes zentrales Moment genannt) ist wie folgt definiert:

v=e((51))

Fiir eine symmetrische Verteilung gilt: v = 0. Falls v < 0 liegt eine linksschiefe
Verteilung vor. Bei v > 0 liegt eine rechtsschiefe Verteilung vor.

Es gilt:
» Rechtsschief ist identisch mit dem Begriff linkssteil.
> Linksschief ist identisch mit dem Begriff rechtssteil.



Wolbung

Die Wélbung (auch Kurtosis genannt) gibt die Steilheit einer Verteilung an. Sie wird
fiir eine Zufallsvariable X mit Erwartungswert p und Standardabweichung o wie folgt

berechnet:
=e((51))

Anmerkung: Fiir eine Normalverteilung gilt < = 3. Falls k > 3 ist die vorliegende
Verteilung spitzer als die Normalverteilung. Fiir k < 3 ist sie flachgipfliger.




Wichtige Wahrscheinlichkeitsverteilungen
Die wichtigsten Verteilungen lernen wir im DataCamp Kurs kennen. Diese sind unter
anderem:
» Diskrete Gleichverteilung
Geometrische Verteilung
Normalverteilung
Poisson-Verteilung
t-Verteilung

Exponentialverteilung

vVvyVvyVvVvyVvyy



Identisch verteilte Zufallsvariablen

Seien X und Y Zufallsvariablen. Sie heiBen identisch verteilt, wenn beide dieselbe
Verteilungsfunktion (cdf) haben. Demnach muss Vx € R gelten:

P(X < x)=P(Y <x).
Fiir identisch verteilte Zufallsvariablen Xi, ..., X, mit
p=E(X) = ... = E(Xn)
ist der Erwartungswert des arithmetischen Mittels X = %(Xl + ...+ Xn) gegeben durch

E(X) = %(E(Xl) b+ E(X0)

1
=—(u+..+n
n
:IJ“
i.i.d.

X1, ..., Xn werden i.i.d. (engl: independent and identically distributed) genannt, falls
sie unabhangig und identisch verteilt sind.



Das Gesetz der groBen Zahlen
Seien Xi, ..., X i.i.d. Zufallsvariablen mit E(X;) = p und Var(X;) = o2. Das

arithmetische Mittel der Zufallsvariablen berechnet sich wie folgt: X = Xﬁi,ﬁx” und
ist ebenfalls eine Zufallsvariable. Fiir ein beliebiges ¢ > 0 gilt:

nIme P(IX —p| <e)=1.

Beispiel:

Anzahl Wiirfe faire Miinze 10 100 | 1000 | 10000
Relative Haufigkeit Zahl 0.35 | 0.42 | 0.52 0.49

Achtung: Es gibt kein Gesetz des Ausgleichs. Falls zum Beispiel beim Roulette haufig
die Farbe schwarz der Ausgang war, sagt das Gesetz der groBen Zahlen nicht, dass die
Farbe rot ihren Riickstand aufholt. Es handelt sich in jeder Runde um unabhangige
Experimente.



Der zentrale Grenzwertsatz

Sei X1, X2, ... eine Folge von i.i.d. Zufallsvariablen mit E(X;) = u und Var(X;) = o2.

Die n-te Teilsumme dieser Folge ist definiert als S, = X1 + X2 + ... + X, und es gilt:

E(Sn) =n-p,
Var(S,) = n- o2,

Dann ist die standardisierte n-te Teilsumme definiert als

Sph—n-pu
Zn:77
Vn-o?

mit E(Z,) = 0 und Var(Z,) = 1. Ist  die Verteilungsfunktion der
Standardnormalverteilung N(0, 1), dann gilt fiir beliebiges x € R

nl_l)ngo P(Z, < x) = ®(x).

Anmerkung: Unerheblich welche Verteilung X1, X3, ... hat, die n-te Teilsumme ist fiir
hinreichend groBes n standardnormalverteilt.



Induktive Statistik



Induktive Statistik

Induktive Statistik, auch schlieBende Statistik genannt, ist ein Teilbereich der Statistik,
der darauf abzielt, von einer Stichprobe auf die Grundgesamtheit zu schlieBen. Die
induktive Statistik wird verwendet, um auf Basis von Daten einer Stichprobe Aussagen
liber die Population zu machen, ohne alle Daten der Population zu kennen.

Stichprobe

Eine Stichprobe ist eine Teilmenge von Objekten, die aus der Grundgesamtheit zufallig
ausgewahlt werden. Stichproben werden in der Statistik verwendet, um Daten zu
erheben, ohne die Grundgesamtheit untersuchen zu miissen.

Eine zufillige Stichprobe vom Umfang n ist eine Folge X1, X, ..., Xn von unabhingig,
identisch verteilten Zufallsvariablen, wobei X; die Auspragung des Merkmals des i-ten
Objekts beschreibt. Wir nennen X; eine Stichprobenvariable.

Schatzfunktion

Eine Funktion T(Xi,..., Xn) nennen wir Stichprobenfunktion und auch diese Funktion
ist ebensfalls eine Zufallsvariable. Falls wir sie fiir die Schatzung eines Parameters 1)
der Grundgesamtheit verwenden, nennen wir sie Schatzfunktion bzw. Schatzer fiir den
Parameter .



Punktschatzer



Punktschatzer
Aus Stichproben kdnnen ein oder auch mehrere Werte errechnet werden (z.B. Median

und Varianz), die Schitzwerte fiir die Grundgesamtheit darstellen. Wir sprechen in
diesem Fall von Punktschatzern, weil sie jeweils genau einen Wert schatzen.

Eigenschaften von Schatzern

> Erwartungstreue: E(T) = 1. In Worten: Der Schéatzer trifft im Durchschnitt den
wahren Wert 1. Das bedeutet, dass der Schatzer im Durchschnitt den wahren
Wert liefert, auch wenn er bei einzelnen Schiatzungen vom wahren Wert abweicht.

» Effizienz: Je kleiner die Varianz des Schatzers, desto naher wird ein Schatzwert
am wahren Wert 1 liegen. Ein effizienter Schatzer ist derjenige, der die
geringstmogliche Varianz aufweist.

> Konsistenz: Mit wachsender Stichprobe werden die Abweichungen vom wahren
Wert kleiner.



Bias (Verzerrung)

Ein Schatzer, der nicht erwartungstreu ist, ist verzerrt. Die Verzerrung (auch Bias
genannt) eines Schatzers ist die Differenz zwischen dem Erwartungswert des Schatzers
und dem wahren Wert: Bias(T) = E(T) — 4. Wir nennen einen Schitzer unverzerrt,
falls Bias(T) = 0 ist.

Beispiele fur erwartungstreue Schatzer
» Das arithmetische Mittel X ist ein erwartungstreuer Schatzer des
Erwartungswertes der Grundgesamtheit.
> Die empirische Varianz s? ist ein erwartungstreuer Schitzer fiir die Varianz der
Grundgesamtheit.
» Die korrigierte empirische Kovarianz s,, ist ein erwartungstreuer Schatzer der
Kovarianz der Grundgesamtheit.



Erwartungstreue des arithmetischen Mittels

Seien Xi,..., Xy i.i.d. mit E(X1) = ... = E(Xp) = p. Das arithmetische Mittel der
Zufallsvariablen berechnet sich wie folgt X = Xt 4X nd st ein erwartungstreuer

Schéatzer des Erwartungswerts der Grundgesamtheit, da das Folgende gilt:

v X1++Xn

E(X) = E( )

1

n

LEx) + o+ E(X0))

“nep

T 3lrs3



Erwartungstreue der empirischen Varianz s

2

Seien X1, ..., Xn i.i.d. mit E(X1) = ... = E(Xy) = p und Var(X1) = ...Var(X,) = 02
s? = nil S0 (X; — X)? ist ein erwartungstreuer Schitzer fiir die Varianz, da:
E(s?) Z(x X)?)

LB ) - (R - w))
i=1

E((D_ (X — w)?) = n(X — u)?
i=1

ECS (X — p)? = 20X — p)(X = u) + (X — p)?)
i=1
E(O2 (6 — 1)) —2(X — ) (32X —
i=1 i=1

E((Y (% — ) — 2% — . (Z

E((S_ (X5 — 1)) — 2n(X — w)? + n(X — u)?)
i=1

= w)?) = nE((X = n)?) =

1) + n(X — p)?)

— 1) + n(X — p)?)



Intervallschatzung



Warum konnte es Sinn machen Punktschatzer durch Intervallschatzer zu ersetzen?



Betrachten wir eine Stichprobe Xi, ..., X, aus einer N(u, 1) verteilten Population.

Wir kennen p nicht, kdnnen diesen Parameter aber mit X schatzen.
Es gilt P(X = p) = 0.
Beispiel eines Intervallschatzers ist [X — 1; X + 1].

Wir verlieren an Genauigkeit der Schatzung.

vyVvyVvyVvyy

Andererseits erhalten wir mit positiver Wahrscheinlichkeit den korrekten
Parameterwert, da P(n € [X — 1; X +1]) > 0.



Intervallschatzung
» Die Intervallschatzung verfolgt das Ziel, einen unbekannten Parameter zu
schatzen.

» Sie liefert uns ein Intervall, das den wahren Wert mit einer bestimmten
Wahrscheinlichkeit enthalt.

> Einen wahren Wert genau zu treffen ist schwierig und daher wird eine Bandbreite
angegeben.

Gebrauchlichste Verfahren: Konfidenzintervall Kl

» Ein Kl ist ein Intervall, das den wahren Parameter mit einer bestimmten
Wabhrscheinlichkeit enthalt.

» Die Grenzen des Intervalls berechnen sich aus den Werten der Stichprobe.

» Formal kann das Konfidenzintervall wie folgt dargestellt werden:

[Tu(X1, ..., Xn); To(X1, ..., Xn)]-
> Beispiel: Die Varianz liegt mit 90 % Wabhrscheinlichkeit zwischen [50, 60].
P> Beispiele:

https://shinyapps.wiwi.hu-berlin.de/mmstat_en/confidence_mean/.


https://shinyapps.wiwi.hu-berlin.de/mmstat_en/confidence_mean/

Konfidenzniveau und Irrtumsniveau

» Das Konfidenzniveau gibt an, mit welcher Wahrscheinlichkeit der zu schatzende
Parameter im Intervall enthalten ist.

Zum Beispiel fiir das Konfidenzniveau 1 — oo = 0.95:

P(¥ € [Tu(X1, ..., Xn); To(X1, ..., Xn)]) = 0.95.

» Die Irrtumswahrscheinlichkeit gibt die Wahrscheinlichkeit an, dass der zu
schatzende Parameter nicht im Intervall liegt.

Zum Beispiel fiir die Irrtumswahrscheinlichkeit o = 0.05:

P( ¢ [Tu(X1,..., Xn); To(X1, ..., Xn)]) = 0.05.



Zweiseitige Konfidenzintervalle zum Konfidenzniveau 1 — « eines
normalverteilten Merkmals

Anmerkung: n beschreibt die StichprobengroBe, X das arithmetische Mittel und s die
empirische Standardabweichung.

» KI fiir den Ewartungswert p, falls o2 der Population bekannt ist:

[X—zl_, \f x+21_,%]

Anmerkung: z;_ o schneidet die oberen 2 der Flache unter der Normalverteilung

ab und ist das (1 — §)-Quantil der Standardnormalvertellung

» KI fiir den Erwartungswert p, falls 2 der Population unbekannt ist:

_ s s
[X*fn L1— 7 P X+t 1;1—7ﬁ]

Anmerkung: th-11-g ist das (1 — 5)-Quantil der t-Verteilung mit n — 1
Freiheitsgraden.



» Kl fiir die Varianz ¢2:

[(n —1)s? (n—1)s? ]
2 T2
anl;% anl;lf%

Anmerkung: X%71 beschreibt die Chi-Quadrat-Verteilung mit n — 1
Freiheitsgraden.

Freiheitsgrad

Ein Freiheitsgrad gibt die Anzahl frei wahlbarer Werte fiir einen Parameter an. Die
Anzahl der Freiheitsgrade nimmt mit zunehmender StichprobengroBe zu und fallt mit
der Anzahl geschatzter Parameter.

Zum Beispiel haben drei Maschinen folgendes Gewicht: 110 kg, 120 kg und 130 kg.
Der Mittelwert ist 120 kg. Basierend auf dem Mittelwert kdnnten die Maschinen auch
folgende Gewichte aufweisen: 100 kg, 120 kg, 140 kg. Dabei sind nur die ersten
beiden Gewichte der Maschinen frei wahlbar und das dritte Gewicht ergibt sich aus
den ersteren und dem Mittelwert. In diesem Beispiel ergeben sich somit fiir die
Verteilung zwei Freiheitsgrade.



Einseitige Konfidenzintervalle zum Konfidenzniveau 1 — « eines
normalverteilten Merkmals

» KI fiir den Erwartungswert p, falls o2 der Population bekannt ist:

< — 00; X + zlfa%] oder [)_( —Zi_a %; +oo)

» KI fiir den Erwartungswert pu, falls 02 der Population unbekannt ist:

S

\/ﬁ;—i—w)

- s -
< — 00 X+ th—11—a %]Oder [X —th—11-a

» Kl fiir die Varianz o2:

(0; (n ; 1)52]0der[(2 — 1) ; +oo)

anl;a anl;lfa



Beispiel 1: Wir betrachten das Merkmal Alter einer Stichprobe von 100 Personen aus
Osterreich. Der Mittelwert dieser Stichprobe liegt bei 43 Jahren und die
Standardabweichung ist 10 Jahre. Zum Konfidenzniveau 0.95 betragt das zweiseitige
Konfidenzintervall:

> Tu(X1, ..., X100) = 43 — 1.96\/1% = 41.04
> To(Xi,...; X100) = 43 + 1.96\/% — 44.96

Somit kénnen wir schlussfolgern, dass das Durchschnittsalter in Osterreich mit 95 %
Wabhrscheinlichkeit zwischen 41 und 45 Jahren liegt.

Anmerkung 1: Die Standardnormalverteilungstabelle ist unter
https://de.wikipedia.org/wiki/Standardnormalverteilungstabelle zu finden.

Anmerkung 2: Die t-Verteilung dhnelt einer Normalverteilung und mit steigender
Anzahl an Freiheitsgraden konnen wir die t-Verteilung mithilfe der Normalverteilung
approximieren. Eine Faustregel besagt, dass ab 30 Freiheitsgraden die t-Verteilung
druch die Normalverteilung approximiert werden kann.


https://de.wikipedia.org/wiki/Standardnormalverteilungstabelle

Beispiel 2a: Eine Stichprobe aus 10 Studierenden des Studienfachs Mechatronik hat
an einem |Q-Test teilgenommen. Das Ergebnis war: 105, 100, 123, 90, 100, 128, 105,
109, 104, 115. Wir sind am Konfidenzintervall zum Konfidenzniveau 1 — a = 90 % fiir
den Erwartungswert der 1Q-Werte fiir die Population der Studierenden des
Studienfachs Mechatronik interessiert.

Losung:
» Mittelwert der Stichprobe: X = 107.9.

> Geschitzte Populationsvarianz: s2 = nil S0 (% — %)% = 128.99.

> t-Wert fiir n — 1 = 9 Freiheitsgrade und 1 — a = 0.9: th-1;1-g = 19,095 = 1.833.

> Tu(Xi,..., X10) = 107.9 — 1.833 - 7“2\/%99 =101.32.
> To(Xi,..., Xi0) = 107.9 4 1.833 - 7“;%99 = 114.48.

Demnach kann mit 90 % Sicherheit gesagt werden, dass der wahre 1Q-Wert zwischen
101.32 und 114.48 liegt.

Anmerkung: Die Tabelle einiger t-Quantile finden wir unter
https://de.wikipedia.org/wiki/Studentsche_t-Verteilung.


https://de.wikipedia.org/wiki/Studentsche_t-Verteilung

Beispiel 2b: Wir sind am einseitigen Konfidenzintervall [a, +00) zum Konfidenzniveau
90 % interessiert.
Losung;:

> Mittelwert der Stichprobe: X = 107.9.

> Geschitzte Populationsvarianz: s2 = —1- 377 | (x; — %)% = 128.99.

> t-Wert fiir n — 1 = 9 Freiheitsgrade und 1 — a = 0.9: t,_1.1—q = to.0.9 = 1.383.

> Tu(Xi,..., X10) = 107.9 — 1.383 - 7V12¢%99 =102.93.

Demnach kann mit 90 % Sicherheit gesagt werden, dass der wahre 1Q-Wert zwischen
102.93 und +o0 liegt.



Beispiel 3: Uns liegt eine zufillige Stichprobe vom Umfang n = 20 Haushalten vor,
die ein mittleres Haushaltsnettoeinkommen von X = 2800 Euro haben. Als
Punktschatzer fiir die unbekannte Varianz o2 erhalten wir aus der Stichprobe

s2 = 500. Wir sind am zweiseitigen Konfidenzintervall fiir die Varianz 2 zum
Konfidenzniveau 95 % interessiert.

Losung:
» Anzahl an Freiheitsgraden: n —1 =20 -1 = 19.
> X%—lzl—% = Xio,0.975 = 8-907.

2 — 2 —
» Xo1,9 = Xig0.025 = 32.852.

> Untere Schranke: 12399 — 289 18.
» Obere Schranke: 18?5‘(?70 = 1066.58.

Demnach kann mit 95 % Sicherheit gesagt werden, dass die Varianz der Population
zwischen 289.18 und 1066.58 liegt.

Anmerkung: Die Tabelle einiger Quantile der Chi-Quadrat-Verteilung finden wir unter
https://datatab.de/tutorial/tabelle-chi-quadrat sowie unter
https://www.uibk.ac.at/econometrics/einf/tab_chisq.pdf.


https://datatab.de/tutorial/tabelle-chi-quadrat
https://www.uibk.ac.at/econometrics/einf/tab_chisq.pdf

Hypothesentests



Aligemein: Ein Hypothesentest verfolgt das Ziel, die aufgestellte Hypothese auf ihre
Giiltigkeit zu testen. Fiir diesen Test muss eine Nullhypothese und eine
Alternativhypothese aufgestellt werden, welche sich gegenseitig ausschlieBen. Die
Nullhypothese wird nur abgelehnt, wenn ausreichend Evidenz gegen sie vorliegt.

Parametrischer Test: Falls wir beim Hypothesentest Aussagen beziiglich einem
Parameter 1) eines Merkmals der Population treffen, sprechen wir von einem
parametrischen Test.



Nullhypothese Hp: Diese Hypothese wird getestet und stellt in der Regel die
Annahme dar, dass es keinen Effekt oder keinen Unterschied gibt. Ein Beispiel fiir
eine Nullhypothese ware: " Der Mittelwert ist gleich 100.”.

Alternativhypothese H;: Sie widerspricht der Nullhypothese und besagt, dass es
einen Effekt bzw. einen Unterschied gibt. Zum Beispiel: " Der Mittelwert ist
ungleich 100.”

Signifikanzniveau a: Das Signifikanzniveau, oft mit 0.05 festgelegt, beschreibt
die maximale Wahrscheinlichkeit, die Nullhypothese filschlicherweise zu
verwerfen. Ein Signifikanzniveau von 0.05 bedeutet, dass wir bereit sind, in
maximal 5 % der Fille eine falsche Entscheidung zu treffen.

p-Wert: Dieser Wert beschreibt die Wahrscheinlichkeit, unter der Annahme von
Hp, ein Ergebnis zu erhalten, das mindestens so extrem ist, wie das beobachtete
Ergebnis. Demnach wird der p-Wert durch die Stichprobe bestimmt. Ein
niedriger p-Wert (z.B. kleiner als 0.05) spricht dafiir, die Nullhypothese
abzulehnen. Daher wird die Nullhypothese verworfen, wenn der p-Wert < « ist.



Einfache Hypothese: Wir sprechen von einer einfachen Hypothese, falls die Hypothese
fiir den Parameter ¢ aus einem Wert besteht. Zum Beispiel: 1 = 1.

Zusammengesetzte Hypothese: Wir sprechen von einer zusammengesetzten
Hypothese, falls die Hypothese fiir den Parameter 1) aus mehreren Werten besteht.

Zum Beispiel: 1 < v, ¥ > o, ¥ # vo.

Um den Hypothesentest durchfiihren zu kdnnen, brauchen wir eine Stichprobe und
eine Teststatistik T(Xi, ..., Xp), welche die Stichprobe als Input nimmt. Die
Teststatistik bildet die Grundlage fiir die Entscheidung. Falls der Wert der
Teststatistik fiir die Alternativhypothese spricht, lehnen wir die Nullhypothese ab.



a-Fehler sowie 3-Fehler:

[ [ Test entscheidet sich fiir Hyp [ Test entscheidet sich fiir Hy ]
[ Ho ist wahr | v | o-Fehler: Fehler 1. Art ]
[ H; ist wahr [ B-Fehler: Fehler 2. Art [ v ]

Den a-Fehler sowie 3-Fehler beim Testen konnen wir mit einem Gerichtsverfahren
vergleichen, das sich ebenfalls in vier Fallen darstellen lasst:

[ [ unschuldig | schuldig ]
[ Freispruch [ v [ Freispruch wegen fehlenden Beweisen ]
[ Verurteilung | Fehlverurteilung | v ]

Beim Gerichtsverfahren ohne Zeugen kann der Angeklagte seine Unschuld nicht
beweisen. Beim Testen von Hypothesen ist es auch nicht moglich zu beweisen, dass
die Nullhypothese giiltig ist.



Zweiseitiger Hypothesentest:

Ho: =10 vs. Hi:p#1o
Einseitiger Hypothesentest:

Ho: >0 vs. Hi:v <
Ho:v <o vs. Hi:¢p >

Konfidenzintervalle spielen eine zentrale Rolle bei Hypothesentests. Wenn die
berechnete Teststatistik innerhalb des Konfidenzintervalls liegt, wird die Nullhypothese
Ho nicht verworfen. Befindet sich die Teststatistik jedoch auBerhalb des
Konfidenzintervalls, wird die Nullhypothese abgelehnt.



Anmerkung 1: Wir bezeichnen den Bereich, in dem wir Hy ablehnen als kritischen
Bereich (auch Ablehnungsbereich genannt). Sein Komplement ist der Bereich, in
welchem wir Hy beibehalten.

Anmerkung 2: Entweder wird Hy beibehalten, da wir nicht ausreichend Beweise zum
Verwerfen haben oder Hy wird verworfen. Hy kénnen wir niemals beweisen.

-2 g 21-g

Hj ablehnen keine Einwénde gegen Hy Hj ablehnen

Abb.: Ablehnungsbereich und Nicht-Ablehnungsbereich der Nullhypothese.



Der GauBB Test wird zum Testen von Hypothesen liber Mittelwerte bei bekannter
Standardabweichung verwendet. Voraussetzung ist ein normalverteiltes Merkmal.

Wir wahlen ein Signifikanzniveau o« und eine der folgenden Hypothesen (je nach
Fragestellung):

1 Ho:p=mpo vs. Hi:p#po

2. Ho:pu>po vs. Hi:p<po

3. Ho:p<po vs. Hi:p>po.
Die Teststatistik wird wie folgt berechnet:

_ V(X = o)
. )
wobei n die StichprobengrdBe, o die Standardabweichung der Grundgesamtheit und pgo
der Erwartungswert unter Hp beschreibt.
Wir lehnen Hp ab, wenn
1. |z| > 79
2. z2< —z1_¢
3. 2> z1_q,
wobei z, das a-Quantil der Standardnormalverteilung ist.



Der t-Test wird zum Testen von Hypothesen iiber Mittelwerte bei unbekannter
Standardabweichung verwendet. Voraussetzung ist ein normalverteiltes Merkmal.

Wir wiahlen ein Signifikanzniveau « und eine der folgenden Hypothesen (je nach
Fragestellung):

1. Ho:p=po vs. Hi:p#po

2. Ho:p>po vs. Hi:p<po

3. Ho:p<po vs. Hi:p> po.
Die Teststatistik wird wie folgt berechnet:
_ V/n(X = po)

s b

wobei n die StichprobengroBe, s die empirische Standardabweichung und pg der
Erwartungswert unter Hy beschreibt.
Wir lehnen Hy ab, wenn

1. ‘t‘ > tnfl;lfg

2. t< —th—1.1—-a

3. t> tnfl;lfou

wobei t;_1.o das a-Quantil der t-Verteilung mit n — 1 Freiheitsgraden ist.



Beispiel 1: Wir untersuchen das Abfiillgewicht einer 1000 Gramm Nussmischung und
wollen nachweisen, dass das Abfiillgewicht kleiner als 1000 Gramm ist. Die Stichprobe
ergibt folgende Werte:

{980, 1000, 1010, 1000, 970, 1010, 960, 980, 1010, 960}.

Wir erhalten: X = 988 und s = 20.44. Wir setzen a = 0.05 fest. Der einseitige
Hypothesentest lautet:

Ho:p>1000 vs. Hjp:p <1000
Wir erhalten aufgrund der Stichprobe folgende Teststatistik:

. V(% — o) +/10(988 — 1000) 186
n s B 20.44 o

Das 0.95-Quantil der t-Verteilung mit 9 Freiheitsgraden ist:

th—1:1—a = t9:0.05 = 1.833.
Siehe https://de.wikipedia.org/wiki/Studentsche_t-Verteilung.

Somit ist der Ablehnungsbereich A = {r € R: r < —1.833}. Die Wert der
Teststatistik liegt in A und demnach lehnen wir die Nullhypothese ab und haben einen
signifikanten Nachweis, dass © < 1000g ist.


https://de.wikipedia.org/wiki/Studentsche_t-Verteilung

Der x?2 Test wird zum Testen von Hypothesen fiir die Varianz verwendet.
Voraussetzung ist ein normalverteiltes Merkmal.

Wir wahlen ein Signifikanzniveau o« und eine der folgenden Hypothesen (je nach
Fragestellung):

1. H0:0'2:ag Vs. H1:0'27$0'5

2. H0:0'2208 Vs. H1:U2<0'§

3. HO:J2SJS vs. H120’2>0'(2).
Die Teststatistik wird wie folgt berechnet:

_ (n—1)s?

=
90

C

wobei n die StichprobengroBe und s die empirische Standardabweichung beschreibt.
Wir lehnen Hy ab, wenn

1. c< Xi—l;% oder ¢ > Xi—l;l—%

2. ¢ <X 1a

3. ¢c> X%—l;l—a'

wobei X%—l;a das (1 — «)-Quantil der Chi-Quadrat-Verteilung mit n — 1
Freiheitsgraden ist.



Beispiel 2: Die Produktion eines bestimmten Impfstoffes soll 1 Milligramm Phenol
enthalten. Eine Stichprobe wurde entnommen und die gemessenen Mengen an Phenol
in Milligramm sind:

0.995,1.003,1.001,0.998, 1.002,0.997, 1.000, 1.004, 0.996, 0.999.

1. Muss der Produktionsprozess neu kalibriert werden oder kann weiterhin . = 1mg
als Sollwert angenommen werden? Verwenden Sie ein Signifikanzniveau von
a = 0.05.

2. Die maximal zuldssige Streuung fiir Phenol darf o = 0.015 nicht iibersteigen.
Kann dies zu einem Signifikanzniveau von o = 0.01 gewahrleistet werden?



Losung Frage 2.1: Wir erhalten X = 0.9995 und s = 0.00303. Der zweiseitige
Hypothesentest lautet:
Ho:p=1 vs. Hi:p#1.

Wir erhalten aufgrund der Stichprobe folgende Teststatistik:

t = M — _0.522.
s

Das 0.975-Quantil der t-Verteilung mit 9 Freiheitsgraden ist tg.0.975 = 2.262.

Da [t| = | — 0.522]| nicht gréBer als 2.262 ist, wird die Nullhypothese nicht abgelehnt.
Somit muss der Produktionsprozess nicht neu kalibriert werden, da kein signifikanter
Unterschied festgestellt wurde.



Losung Frage 2.2. Wir wollen nachweisen, dass o den Wert 0.015 nicht lbersteigt
und wahlen daher die Alternativhypothese entsprechend dieser Aussage. Daher gilt:

Ho:o?>0.015% vs. Hi:o? < 0.015%
Die Teststatistik wird wie folgt berechnet:

_ (n—1)s* _ 9-0.00303

= = 0.3672.
08 0.0152

Cc

Wir lehnen Hy ab, wenn ¢ < x%il.a = X%-o.m gilt.

Laut Tabellen aus https://datatab.de/tutorial/tabelle-chi-quadrat sowie
https://wuw.uibk.ac.at/econometrics/einf/tab_chisq.pdf gilt:
XS;O.OI = 21.666. Demnach wird Hp abgelehnt und H; angenommen.


https://datatab.de/tutorial/tabelle-chi-quadrat
https://www.uibk.ac.at/econometrics/einf/tab_chisq.pdf

Vielen Dank!

Tobias Forster
tobias.forster@fhv.at



	Organisatorisches
	Einführung in die Statistik
	Deskriptive Statistik
	Wahrscheinlichkeitsrechnung
	Induktive Statistik

